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"įŀŁĿĮİŁ
ćJT EJTTFSUBUJPO QSPWJEFT UISFF OPWFM NFUIPEPMPHJFT UP UIF ĕFME PG QPMJUJDBM TDJFODF *O UIF ĕSTU DIBQUFS
* EFTDSJCF IPX UP NBLF DBVTBM JOGFSFODFT JO UIF GBDF PG EZOBNJD TUSBUFHJFT 5SBEJUJPOBM DBVTBM JOGFSFODF
NFUIPET BTTVNF UIBU UIFTF EZOBNJD EFDJTJPOT BSF NBEF BMM BU PODF BO BTTVNQUJPO UIBU GPSDFT B DIPJDF
CFUXFFO PNJUUFE WBSJBCMF CJBT BOE QPTUUSFBUNFOU CJBT * SFTPMWF UIJT EJMFNNB CZ BEBQUJOH NFUIPET
GSPN CJPTUBUJTUJDT BOE VTF UIFTF NFUIPET UP FTUJNBUF UIF FČFDUJWFOFTT PG BO JOIFSFOUMZ EZOBNJD QSPDFTT
B DBOEJEBUFT EFDJTJPO UP iHP OFHBUJWFw %SBXJOH PO 64 TUBUFXJEF FMFDUJPOT 	ƊƈƈƈƊƈƈƎ
 * ĕOE JO
DPOUSBTU UP UIF QSFWJPVT MJUFSBUVSF UIBU OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JT BO FČFDUJWF TUSBUFHZ GPS OPOJODVNCFOUT
*O UIF TFDPOE DIBQUFS * EFWFMPQ B NFUIPE GPS IBOEMJOH NFBTVSFNFOU FSSPS 4PDJBM TDJFOUJTUT EFWPUF
DPOTJEFSBCMF FČPSU UP NJUJHBUJOH NFBTVSFNFOU FSSPS EVSJOH EBUB DPMMFDUJPO CVU UIFO JHOPSF UIF JTTVF
EVSJOH EBUB BOBMZTJT "MUIPVHI NBOZ TUBUJTUJDBM NFUIPET IBWF CFFO QSPQPTFE GPS SFEVDJOH
NFBTVSFNFOU FSSPSJOEVDFE CJBTFT GFX IBWF CFFO XJEFMZ VTFE CFDBVTF PG JNQMBVTJCMF BTTVNQUJPOT
IJHI MFWFMT PG NPEFM EFQFOEFODF EJďDVMU DPNQVUBUJPO PS JOBQQMJDBCJMJUZ XJUI NVMUJQMF NJTNFBTVSFE
WBSJBCMFT ćJT DIBQUFS EFWFMPQT BO FBTZUPVTF BMUFSOBUJWF XJUIPVU UIFTF QSPCMFNT JU HFOFSBMJ[FT UIF
QPQVMBS NVMUJQMF JNQVUBUJPO GSBNFXPSL CZ USFBUJOH NJTTJOH EBUB QSPCMFNT BT B TQFDJBM DBTF PG FYUSFNF
NFBTVSFNFOU FSSPS BOE DPSSFDUT GPS CPUI
*O UIF ĕOBM DIBQUFS * JOUSPEVDF B NPEFM GPS EFUFDUJOH DIBOHFQPJOUT JO UIF EJTUSJCVUJPO PG
DPOUSJCVUJPOT UP DBOEJEBUFT PWFS UIF DPVSTF PG B DBNQBJHO ćJT HBNFDIBOHFSTNPEFM JT JEFBM GPS
DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB CFDBVTF JU BMMPXT GPS PWFSEJTQFSTJPO B LFZ GFBUVSF PG DPOUSJCVUJPOT EBUB
8IJMF NBOZ FYUBOU DIBOHFQPJOU NPEFMT GPSDF SFTFBSDIFST UP DIPPTF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOU FY BOUF
UIF HBNFDIBOHFST NPEFM JODPSQPSBUFT B %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS JO PSEFS UP FTUJNBUF UIF OVNCFS PG
DIBOHFQPJOUT BMPOH XJUI UIFJS MPDBUJPO * EFNPOTUSBUF UIF VTFGVMOFTT PG UIF NPEFM JO EBUB GSPN UIF ƊƈƉƊ
3FQVCMJDBO QSJNBSZ BOE UIF ƊƈƈƐ 64 4FOBUF FMFDUJPOT
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$POUFOUT
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ƉƋ ćF BDUJPO NPEFM BOE JOWFSTFQSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH              Ɖƍ
Ɖƌ &TUJNBUJOH UIF FČFDU PG HPJOH OFHBUJWF                            Ɗƈ
Ɖƍ "TTFTTJOH NPEFM BTTVNQUJPOT                                 ƊƎ
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ƊƊ " .VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO .PEFM                              ƋƏ
ƊƋ 4QFDJGZJOH PS &TUJNBUJOH UIF .FBTVSFNFOU &SSPS 7BSJBODF                 ƍƈ
Ɗƌ $PSSFMBUFE 1SPYJFT                                       ƍƎ
Ɗƍ &NQJSJDBM "QQMJDBUJPOT PG 0WFSJNQVUBUJPO                          ƎƎ
ƊƎ 8IBU $BO (P 8SPOH                                     ƏƐ
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ƋƊ ćF EZOBNJDT PG DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT                           ƐƋ
ƋƋ " NPEFM GPS DIBOHFQPJOUT JO DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT                    Ɛƍ
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ćF GPMMPXJOH BVUIPST DPOUSJCVUFE UP $IBQUFS Ɗ +BNFT )POBLFS BOE (BSZ ,JOH
WJ
-JTU PG 'JHVSFT
ƉƉ %JSFDUFE "DZDMJD (SBQIT TIPXJOH TJOHMFTIPU BOE EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF GSBNFXPSLT Ə
ƉƊ %JSFDUFE "DZDMJD (SBQIT SFQSFTFOUJOH EJČFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ ƉƊ
ƉƋ ćF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO QPMMJOH BOE OFHBUJWJUZ                       ƊƋ
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ƊƉ .VMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO XJUI UXP WBSJBCMFT                          ƌƏ
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ƊƉƈ "O FYQFSJNFOU JO NFBTVSFNFOU FSSPS XJUI VOFNQMPZNFOU BOE QSFTJEFOUJBM BQQSPWBM   ƎƑ
ƊƉƉ $PNQBSJOH NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO BOE BWFSBHJOH                     ƏƏ
ƋƉ %BJMZ OVNCFS PG JOEJWJEVBM DPOUSJCVUJPOT UP #BSBDL 0CBNB JO ƊƈƉƉ            ƐƋ
ƋƊ $IBOHFQPJOUT JO B TJNVMBUFE FYBNQMF                             Ƒƍ
ƋƋ 1PJTTPO DIBOHFQPJOU NPEFM JO B TJNVMBUFE FYBNQMF                     ƑƏ
Ƌƌ $POUSJCVUJPOT BOE DIBOHFQPJOUT GPS )FSNBO $BJO JO UIF ƊƈƉƊ 3FQVCMJDBO 1SJNBSZ    ƑƐ
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Ƌƍ $IBOHFQPJOUT GPS 4FOBUF SBDFT JO ƊƈƈƐ ćF MJHIU HSFZ MJOFT BSF '&$ ĕMJOH EFBEMJOFT ćF
CMBDL WFSUJDBM MJOF JT UIF FOE PG UIF %FNPDSBUJD /BUJPOBM $POWFOUJPO            Ɖƈƈ
ƋƎ 1SPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU BT B GVODUJPO PG UIF OFXT DPWFSBHF BT NFBTVSFE CZ UIF 'SPO
USVOOFS XPSE DPVOU                                      ƉƈƋ
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"DLOPXMFEHNFOUT
"ŀ ńĶŁĵ ĮĹĹ ńļĿĸ ŀļĺĲ ŁĵĮĻĸŀ ĮĿĲ ĶĻ ļĿıĲĿ 4UFWF "OTPMBCFIFSF "NZ $BUBMJOBD "OESFX $PF
"EBN (MZOO +VTUJO (SJNNFS +FOT )BJONVFMMFS +BNFT )POBLFS -VLF ,FFMF (BSZ ,JOH #VSU .POSPF
$MBZUPO /BMM .JDIBFM 1FSFTT +BNFT 3PCJOT #SJBO 4DIBČOFS .BZB 4FO +BNFT 4OZEFS "SUIVS 4QJSMJOH
&MJ[BCFUI 4UVBSU #SBOEPO 7BO %ZDL +POBUIBO 8BOE 5FQQFJ :BNBNPUP BOE $ISJT ;PSO ćFTF BSF
QFPQMF * BN IBQQZ BOE MVDLZ UP DBMM GSJFOET BOE DPMMFBHVFT *O BEEJUJPO * SFDFJWFE XPOEFSGVM DPNNFOUT
GSPN TFNJOBS QBSUJDJQBOUT BU 4UBOGPSE 6OJWFSTJUZ BOE UIF 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ ćF
*OTUJUVUF GPS 2VBOUJUBUJWF 4PDJBM 4DJFODF BU )BSWBSE 6OJWFSTJUZ QSPWJEFE GPS NBOZ BTQFDUT PG UIF XPSL
"OZ SFNBJOJOH CBE KPLFT 	PS FSSPST
 SFNBJO NJOF BOE NJOF BMPOF
Y




" 'SBNFXPSL GPS %ZOBNJD $BVTBM *OGFSFODF JO
1PMJUJDBM 4DJFODF
8ĵĮŁ İĮĻıĶıĮŁĲ ńļłĹı ĽĹĮĻ ĮĹĹ ļĳ ŁĵĲĶĿ ĿĮĹĹĶĲŀ XSJUF BMM PG UIFJS TQFFDIFT BOE ĕMN BMM PGUIFJS BEWFSUJTFNFOUT BU CFHJOOJOH PG B DBNQBJHO UIFO TJU CBDL BOE XBUDI UIFN VOGPME VOUJM
FMFDUJPO EBZ $MFBSMZ UIJT JT BCTVSE BOE ZFU JU JT UIF POMZ TFUVQ UIBU UIF VTVBM XBZT PG NBLJOH DBVTBM
JOGFSFODFT BMMPXT VT UP TUVEZ 8IJMF QPMJUJDBM TDJFODF IBT TFFO FOPSNPVT HSPXUI JO BUUFOUJPO UP DBVTBM
JOGFSFODF PWFS UIF QBTU EFDBEF UIFTF BEWBODFT IBWF IFBWJMZ GPDVTFE PO TOBQTIPUT XIFSF UIF EZOBNJD
OBUVSF PG QPMJUJDT BSF DSBNNFE JOUP B TJOHMF QPJOU JO UJNF "T QPMJUJDBM TDJFODF ĕOET JUTFMG XJUI B HSPXJOH
Ɖ
OVNCFS PG NPUJPO QJDUVSFTQBOFM EBUB UJNFTFSJFT DSPTTTFDUJPOBM EBUBB UFOTJPO IBT FNFSHFE
CFUXFFO TVCTUBODF BOE NFUIPE *OEFFE BQQMJFE UP EZOBNJD EBUB UIF CFTU QSBDUJDFT PG TJOHMFTIPU DBVTBM
JOGFSFODF NFUIPET QSPWJEF DPOĘJDUJOH BEWJDF BOE GBJM UP BMMFWJBUF PNJUUFE WBSJBCMF PS QPTUUSFBUNFOU
CJBT
ćJT FTTBZ GPDVTFT PO B TQFDJĕD EZOBNJD QSPDFTT OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JO ƉƏƎ 64 4FOBUF BOE
(VCFSOBUPSJBM FMFDUJPOT GSPN Ɗƈƈƈ VOUJM ƊƈƈƎ $BOEJEBUFT JO UIFTF SBDFT DIBOHF UIFJS UPOF PWFS UIF
DPVSTF PG UIF DBNQBJHO SFBDUJOH UP UIFJS DVSSFOU FOWJSPONFOU " TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF NFUIPE
DPNQBSFT DBNQBJHOT UIBU BSF TJNJMBS PO B IPTU PG QSFFMFDUJPO WBSJBCMFT JO PSEFS UP FMJNJOBUF PNJUUFE
WBSJBCMF CJBT 8IJMF UIJT JT PęFO UIF CFTU BQQSPBDI XJUI TJOHMFTIPU EBUB TVDI BO BQQSPBDI JHOPSFT UIF
GVOEBNFOUBMMZ EZOBNJD OBUVSF PG DBNQBJHOT SBDFT UIBU CFDPNF DMPTF PWFS UIF DPVSTF PG UIF DBNQBJHO
BSF NPSF MJLFMZ UP HP OFHBUJWF UIBO UIPTF UIBU BSF TBGF "UUFNQUJOH UP DPSSFDU GPS UIJT EZOBNJD TFMFDUJPO
CZ DPOUSPMMJOH GPS QPMMT MFBET UP QPTUUSFBUNFOU CJBT TJODF FBSMJFS DBNQBJHO UPOF JOĘVFODFT QPMMJOH ćF
JOBQQSPQSJBUF BQQMJDBUJPO PG TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF UIFSFGPSF MFBWFT TDIPMBST CFUXFFO B SPDL BOE
IBSE QMBDF TUFFQFE JO CJBT XJUI FJUIFS BQQSPBDI ćJT EJMFNNB JT OPU MJNJUFE UP OFHBUJWF BEWFSUJTJOH PS
DBNQBJHOTFWFSZ ĕFME PG QPMJUJDBM TDJFODF IBT B WBSJBCMF PG JOUFSFTU UIBU FWPMWFT PWFS UJNF
ćJT FTTBZ TPMWFT UIJT EJMFNNB CZ QSFTFOUJOH B GSBNFXPSL GPS EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF BOE B TFU PG
UPPMT EFWFMPQFE JO CJPTUBUJTUJDT BOE FQJEFNJPMPHZ 	3PCJOT )FSOÈO BOE #SVNCBDL Ɗƈƈƈ
 UP FTUJNBUF
EZOBNJD DBVTBM FČFDUT ćFTF UPPMT EJSFDUMZ NPEFM EZOBNJD TFMFDUJPO BOE PWFSDPNF UIF BCPWF QSPCMFNT
PG TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF "DUJPOT 	TVDI BT DBNQBJHO UPOF
 BSF BMMPXFE UP WBSZ PWFS UJNF BMPOH
XJUI BOZ DPOGPVOEJOH DPWBSJBUFT 	TVDI BT QPMMJOH
 ćVT XF DBO TUVEZ UIF FČFDUT PG UIF BDUJPO IJTUPSZ
	DBOEJEBUFT UPOF BDSPTT UIF FOUJSF DBNQBJHO
 BT PQQPTFE UP B TJOHMF BDUJPO 	TJNQMZ iHPJOH OFHBUJWFw

5P FTUJNBUF EZOBNJD DBVTBM FČFDUT UIJT FTTBZ BQQMJFT JOWFSTF QSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH
	ĶĽŁń
 UP DMBTT PG TFNJQBSBNFUSJD NPEFMT DBMMFE NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT 	ĺŀĺ
 ćFTF NPEFMT
EJDUBUF UIF GPSN PG UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF MBSHF OVNCFS PG QPTTJCMF BDUJPO IJTUPSJFT BOE UIF
PVUDPNF BOE TFSWF UP SFEVDF UIF OVNCFS PG DBVTBM QBSBNFUFST ćF EZOBNJD DBVTBM FČFDUT BSF FODPEFE
Ɗ
BT QBSBNFUFST PG UIF ĺŀĺ BOE VOEFS DFSUBJO BTTVNQUJPOT ĶĽŁń FTUJNBUFT UIFN GSFF PG UIF CJBTFT
JOIFSFOU JO TJOHMFTIPU NFUIPET 8JUI UIJT BQQSPBDI FBDI VOJU JT XFJHIUFE CZ UIF JOWFSTF PG UIF
FTUJNBUFE QSPCBCJMJUZ PG JUT PCTFSWFE BDUJPO IJTUPSZ ćJT XFJHIUJOH DSFBUFT B QTFVEPTBNQMF XIFSF
EZOBNJD TFMFDUJPO JT FMJNJOBUFE DJSDVNWFOUJOH UIF EJMFNNBT QPTFE CZ TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF
4JODF UIFTF NFUIPET SFRVJSF TUSPOH BTTVNQUJPOT UIJT FTTBZ BMTP EFWFMPQT B OPWFM EJBHOPTUJD UPPM UIF
IJTUPSZBEKVTUFE CBMBODF BOE EFTDSJCFT B TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT GSBNFXPSL UP BEESFTT QPUFOUJBM DBVTFT PG
DPODFSO
0ODF * DPSSFDU GPS UIF CJBTFT EVF UP UJNF * ĕOE UIBU OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JT BO FČFDUJWF TUSBUFHZ GPS
%FNPDSBUJD OPOJODVNCFOUT ćJT TUBOET JO DPOUSBTU UP UIF QSFWJPVT MJUFSBUVSF PO OFHBUJWF BEWFSUJTJOH
XIJDI BDDPSEJOH UP -BV 4JHFMNBO BOE 3PWOFS 	ƊƈƈƏ
 iEPFT OPU CFBS PVU UIF JEFB UIBU OFHBUJWF
BEWFSUJTJOH JT BO FČFDUJWF NFBOT PG XJOOJOH WPUFTw ćF QSFWJPVT BQQSPBDIFT UP FTUJNBUJOH UIF
FČFDUJWFOFTT PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH SFMJFE PO TJOHMFTIPU NFUIPET BOE XIFO * BQQMZ UIFTF NFUIPET UP
UIF QSFTFOU EBUB * ĕOE TJNJMBS OPOFČFDUT ćFTF TJOHMFTIPU SFTVMUT BSF XPSSJTPNF TJODF BT * TIPX
CFMPX QPMMT JO UIF NJEEMF PG DBNQBJHO BSF POF PG UIF NPTU JNQPSUBOU QSFEJDUPST PG UIF EFDJTJPO UP HP
OFHBUJWF ćJT DSVDJBM TFMFDUJPO JTTVF JT JOIFSFOUMZ EZOBNJD BOE IBT CFFO MBSHFMZ JHOPSFE CZ QSFWJPVT
XPSL PO UIJT UPQJD
ćF FTTBZ QSPDFFET BT GPMMPXT 4FDUJPO ƉƉ EFTDSJCFT UIF IPX EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF FYUFOET
TJOHMFTIPU NFUIPET 4FDUJPO ƉƊ JOUSPEVDFT NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT BOE UIF BTTVNQUJPOT UIBU UIFZ
VTF 4FDUJPO ƉƋ EFTDSJCFT B XFJHIUJOH BQQSPBDI UP FTUJNBUJOH EZOBNJD DBVTBM FČFDUT 4FDUJPO Ɖƌ
BQQMJFT UIF UFDIOJRVFT UP FTUJNBUJOH UIF FČFDUJWFOFTT PG iHPJOH OFHBUJWFw JO DBNQBJHOT 4FDUJPO Ɖƍ
EJTDVTTFT VTFGVM EJBHOPTUJDT BOE B TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT GSBNFXPSL GPS NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT
4FDUJPO ƉƎ DPODMVEFT XJUI EJSFDUJPOT GPS GVUVSF SFTFBSDI
Ƌ
ƉƉ 4ĶĻĴĹĲŀĵļŁ ĮĻı ıņĻĮĺĶİ İĮłŀĮĹ ĶĻĳĲĿĲĻİĲ
ćF HPBM PG B TJOHMFTIPU BQQSPBDI DBVTBM JOGFSFODF JT UP FTUJNBUF UIF FČFDU PG B TJOHMF BDUJPO PO BO
PVUDPNF BU B TJOHMF QPJOU JO UJNFƬ 8JUI UIF FYBNQMF PG DBNQBJHOT XF NJHIU CF JOUFSFTUFE JO UIF FČFDU
PG B %FNPDSBUJD DBOEJEBUF SVOOJOH B OFHBUJWF DBNQBJHO PS B QPTJUJWF POF PO IJT PS IFS TIBSF PG UIF
UXPQBSUZ WPUF ćFSF BSF NBOZ TJUVBUJPOT JO QPMJUJDBM TDJFODF JODMVEJOH DBNQBJHOT XIFSF BDUJPOT
FWPMWF PWFS UJNF BOE SFBDU UP UIF DVSSFOU TUBUF PG BČBJST *O UIJT DBTF B DBNQBJHO DBO iHP OFHBUJWFw BU
NVMUJQMF QPJOUT PWFS UIF DPVSTF PG UIF DBNQBJHO 1FSIBQT B DBOEJEBUF BUUBDLT FBSMZ CFGPSF UIFJS
PQQPOFOU IBT B GPPUJOH PS QFSIBQT TIF SVOT OFHBUJWF BET MBUF SFTQPOEJOH UP TNFBS UBDUJDT ćFTF UXP
TJUVBUJPOT BT GBS BQBSU BT UIFZ BSF XPVME CPUI SFHJTUFS BT iHPJOH OFHBUJWFw JO B TJOHMFTIPU NPEFM TJODF
UIFZ JHOPSF UJNF BOE JNQMJDJUMZ BTTVNF UIBU BMM BDUJPOT PDDVS BU PODF ćJT JT BO BDDFQUBCMF GSBNFXPSL
GPS NBOZ QSPCMFNT CFDBVTF BDUJPOT SFBMMZ EP PDDVS PODF 8IFO BDUJPOT VOGPME PWFS UJNF IPXFWFS UIF
JODPSQPSBUJPO PG UJNF BOE JUT JNQMJDBUJPOT CFDPNF OFDFTTBSZ
ƉƉƉ "İŁĶļĻŀ ŃĲĿŀłŀ ĮİŁĶļĻ ŀĲľłĲĻİĲŀ
%ZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF JO DPOUSBTU BMMPXT UIF BDUJPOT UP WBSZ PWFS UJNF *O UIJT GSBNFXPSL XF
JOWFTUJHBUF UIF FČFDU PG BO BDUJPO TFRVFODF PO UIF PVUDPNF PG JOUFSFTU *O UIJT GSBNFXPSL XF IBWF
TFRVFODFT TVDI BT (QPTJUJWFŝ, OFHBUJWFŞ) XIFSF B DBOEJEBUF TUBZT QPTJUJWF JO UIF ĕSTU QBSU PG UIF
DBNQBJHO BOE UIFO HPFT OFHBUJWF MBUFS 8F NJHIU BTL IPX UIJT EJČFST GSPN JOJUJBUJOH OFHBUJWJUZ FBSMJFS
JO UIF SBDF (OFHBUJWFŝ, OFHBUJWFŞ) ćJT GSBNFXPSL IBT UXP QSJNBSZ BEWBOUBHFT PWFS TJOHMFTIPU
NFUIPET JO EZOBNJD TJUVBUJPOT 'JSTU UIF DPNQBSJTPO PG BDUJPO TFRVFODFT OBUVSBMMZ IBOEMFT B SJDIFS TFU
PG DBVTBM RVFTUJPOT XIJDI JODMVEF CPUI UIF QSFTFODF BOE UJNJOH PG BDUJPOT "T 1JFSTPO 	Ɗƈƈƈ
 QPJOUT
PVU XIFO BO BDUJPO PDDVST JT PęFO BT JNQPSUBOU BT JG JU PDDVST BU BMM 4FDPOE BOE NPSF JNQPSUBOU UIJT
GSBNFXPSL DMBSJĕFT BOE SFTPMWFT DFSUBJO EJMFNNBT QPTFE CZ TJOHMFTIPU NFUIPET
Ɖ "DUJPOT IFSF BSF TZOPOZNPVT XJUI USFBUNFOUT B NPSF DPNNPO UFSN JO UIF DBVTBM JOGFSFODF MJUFSBUVSF
ƌ
ƉƉƊ $ļĻĳļłĻıĲĿŀ ĶĻ Į ŀĶĻĴĹĲŀĵļŁ ńļĿĹı
*O PSEFS UP TFQBSBUF B DBVTBM FČFDU GSPN B NFSF BTTPDJBUJPO XF NVTU CF DPOĕEFOU UIBU UIF PCTFSWFE
DPSSFMBUJPOT BSF OPU EVF UP TPNF PUIFS WBSJBCMF *O QPMJUJDBM TDJFODF XF DBMM UIJT BTTVNQUJPO OP PNJUUFE
WBSJBCMFT BOE JU JT NBEF JNQMJDJUMZ PS FYQMJDJUMZ JO BMNPTU BMM FNQJSJDBM SFTFBSDI JO QPMJUJDBM TDJFODF *U
TUBUFT UIBU XF IBWF NFBTVSFE BOE BQQSPQSJBUFMZ DPOUSPMMFE GPS BOZ WBSJBCMF UIBU DPVME QPUFOUJBMMZ DBVTF
CJBT JO PVS DBVTBM FTUJNBUFT 8F DBMM UIJT CJBT DPOGPVOEJOH BOE UIF WBSJBCMFT UIBU DBVTF JU DPOGPVOEFST
'PS JOTUBODF JG XF XFSF UP SVO B SFHSFTTJPO PG UIF %FNPDSBUJD WPUF TIBSF JO 4FOBUF FMFDUJPOT PO B
NFBTVSF PG %FNPDSBUJD OFHBUJWJUZ XF XPVME BMTP XBOU UP DPOUSPM GPS WBSJBCMFT UIBU NJHIU DBVTF B
DPSSFMBUJPO CFUXFFO OFHBUJWJUZ BOE WPUF TIBSFT *O UIJT DBTF UIF JODVNCFODZ TUBUVT PG UIF %FNPDSBU
XPVME B DPOGPVOEFS CFDBVTF JODVNCFOUT BSF MFTT MJLFMZ UP HP OFHBUJWF BOE BMTP NPSF MJLFMZ UP XJO BO
FMFDUJPO 'JHVSF ƉƉB TIPXT B HSBQIJDBM PG UIF DBVTBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO DPOGPVOEFST BDUJPOT BOE UIF
PVUDPNF 8F XPVME XBOU UP JODMVEF DPOGPVOEFST MJLF UIFTF JO PVS BOBMZTJT CF JU VTJOH B MJOFBS NPEFM B
HFOFSBMJ[FE MJOFBS NPEFM PS B NBUDIJOH FTUJNBUPS
)PX EP XF DIPPTF XIJDI PG PVS WBSJBCMFT BSF DPOGPVOEFST " DPNNPO EFĕOJUJPO JT UIJT B
DPOGPVOEFS JT BOZ WBSJBCMF UIBU 	B
 JT DPSSFMBUFE XJUI UIF PVUDPNF 	C
 DBVTFT PS TIBSFT B DPNNPO DBVTF
XJUI UIF BDUJPO BOE 	D
 JT OPU BČFDUFE CZ UIF BDUJPO ćVT JO BOZ SFHSFTTJPO PS NBUDIJOH FTUJNBUJPO PG
B DBVTBM FČFDU XF XPVME XBOU UP DPOUSPM GPS PS NBUDI PO BOZ QSFBDUJPO WBSJBCMFT JO UIF TFOTF UIBU UIFZ
BSF DBVTBMMZ QSJPS UP UIF BDUJPO PG JOUFSFTU *O OFHBUJWF BEWFSUJTJOH UIFTF WBSJBCMFT XPVME FJUIFS BČFDU PS
CF DPSSFMBUFE XJUI UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF CVU OFWFS CF BČFDUFE CZ UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF 8F
BWPJE DPOUSPMMJOH GPS QPTUBDUJPO WBSJBCMFT CFDBVTF EPJOH TP DBO JOEVDF CJBT JO FTUJNBUJOH UIF DBVTBM
FČFDU ćJT JT LOPXO JO UIF DBVTBM JOGFSFODF MJUFSBUVSF BT QPTUUSFBUNFOU CJBT 	)P FU BM ƊƈƈƎ

ćFSF BSF UXP SFMBUFE TPVSDFT PG QPTUUSFBUNFOU CJBT 'JSTU DPOEJUJPOJOH PO QPTUBDUJPO WBSJBCMFT DBO
iCMPDLw QBSU PG UIF BDUJPOT PWFSBMM FČFDU 'PS JOTUBODF TVQQPTF B SFTFBSDIFS DPOUSPMMFE GPS QPMMJOH
SFTVMUT GSPN UIF EBZ PG UIF FMFDUJPO XIFO BUUFNQUJOH UP FTUJNBUF UIF FČFDU PG JODVNCFODZ ćJT XJMM
VOEFSTUBUF UIF FČFDU PG JODVNCFODZ TJODF NPTU PG UIF FČFDU ĘPXT UISPVHI UIF TUBOEJOH PG DBOEJEBUFT
ƍ
MBUF JO UIF SBDF 4FDPOE DPOEJUJPOJOH PO B QPTUBDUJPO WBSJBCMF DBO JOEVDF TFMFDUJPO CJBT FWFO XIFO OP
CJBT FYJTU BCTFOU UIF DPOEJUJPOJOH 'PS JOTUBODF TVQQPTF BU UIF TUBSU PG DBNQBJHO XF SBOEPNMZ BTTJHOFE
IJHI BOE MPX CVEHFUT UP EJČFSFOU %FNPDSBUJD DBOEJEBUFT GPS 4FOBUF *G XF DPOEJUJPO PO UIF QPMMT
TPNFUJNF EVSJOH UIF DBNQBJHO XF DBO TFSJPVTMZ CJBT PVS FTUJNBUFT PG UIF FČFDU PG DBNQBJHO CVEHFUT
ćPTF MFBEJOH %FNPDSBUT XIP IBE IJHI CVEHFUT BSF MJLFMZ UP EJČFS TUSPOHMZ GSPN MFBEFST XJUI TNBMM
CVEHFUT 'PS FYBNQMF JG IJHIFS CVEHFUT IFMQ B DBOEJEBUF UIFO UIPTF MPXCVEHFU MFBEFST BSF BDUVBMMZ
NVDI TUSPOHFS DBOEJEBUFT UIBO UIF IJHICVEHFU MFBEFST TJODF UIFZ XFSF BCMF UP MFBE JO UIF QPMMT XJUIPVU
UIF BEEJUJPOBM GVOEJOH ćVT DPNQBSJOH IJHI BOE MPXCVEHFU MFBEFST XPVME HJWF B NJTMFBEJOH
FTUJNBUF PG UIF DBVTBM FČFDU PG DBNQBJHO ĕOBODF FWFO UIPVHI JU XBT SBOEPNMZ BTTJHOFE
ƉƉƋ 5ĵĲ ĽĿļįĹĲĺ ļĳ ŁĶĺĲŃĮĿņĶĻĴ İļĻĳļłĻıĲĿŀ
8IFO XF GPSDF BO JOIFSFOUMZ EZOBNJD TJUVBUJPO JOUP B TJOHMFTIPU GSBNFXPSL UIF BCPWF EJTDVTTJPO PG
DPOGPVOEFST BOE QPTUUSFBUNFOU CJBT CFDPNFT NVEEMFE 5BLF OFHBUJWF BEWFSUJTJOH GPS FYBNQMF IPX
TIPVME XF USFBU QPMMJOH EBUB GSPN PWFS UIF DPVSTF PG UIF DBNQBJHO *U JT TVSFMZ QSFBDUJPO JO UIF TFOTF
UIBU QPMMJOH BČFDUT UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF BOE JU JT DPSSFMBUFE XJUI UIF PVUDPNF UIF FMFDUJPO
PVUDPNF "U UIF TBNF UJNF QPMMJOH JT QPTUBDUJPO TJODF JU JT BČFDUFE CZ OFHBUJWJUZ FBSMJFS JO UIF SBDF
1PMMJOH JT BO FYBNQMF PG B UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFS XIJDI JT B DPOGPVOEFS UIBU CPUI BČFDUT GVUVSF
USFBUNFOU BOE JT BČFDUFE CZ QBTU USFBUNFOU
ćF TJOHMFTIPU BEWJDF UP JODMVEF QSFBDUJPO DPOGPVOEFST BOE FYDMVEF QPTUBDUJPO WBSJBCMFT BQQFBST
UP SFDPNNFOE CPUI DPVSTFT PG BDUJPO JO UIJT TJUVBUJPO MFBWJOH B SFTFBSDIFS XJUIPVU B QBMBUBCMF TPMVUJPO
*O GBDU CPUI PG UIFTF BQQSPBDIFT XJMM CJBT DBVTBM FTUJNBUFT BMCFJU JO EJČFSFOU XBZT *O UIF BCPWF
IZQPUIFUJDBM SFHSFTTJPO PG %FNPDSBUJD WPUF TIBSF PO %FNPDSBUJD OFHBUJWJUZ XF DPVME PNJU QPMMJOH EBUB
GSPN UIF SFHSFTTJPO PO UIF HSPVOET UIBU JU JT QPTUUSFBUNFOU ZFU UIJT XPVME MFBE UP PNJUUFE WBSJBCMF CJBT
/PUF UIBU JO 'JHVSF ƉƉC UIBU QPMMJOH JO QFSJPE Ɗ BČFDUT OFHBUJWJUZ JO QFSJPE Ɗ QFSIBQT CFDBVTF



















'JHVSF ƉƉ %JSFDUFE "DZDMJD (SBQIT TIPXJOH TJOHMFTIPU BOE EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF GSBNFXPSLT &BDI BSSPX
SFQSFTFOUT B DBVTBM SFMBUJPOTIJQ
NBUDIJOH BOBMZTJT
 JU NJHIU TFFN UIBU OFHBUJWJUZ JT B CBE TUSBUFHZ FWFO UIPVHI UIJT JT XIPMMZ EVF UP
DBOEJEBUFT HPJOH OFHBUJWF XIFO UIFZ BSF JO USPVCMF ćVT XF NVTU JODMVEF QPMMJOH JO PVS BOBMZTFT
%PJOH TP IPXFWFS BMTP CJBTFT PVS FTUJNBUFT TJODF UIF QPMMT JO QFSJPE Ɗ BSF QBSUJBMMZ B SFTVMU PG
OFHBUJWJUZ JO QFSJPE Ɖ 'PS JOTUBODF B DBOEJEBUF XIP TUBZT QPTJUJWF FBSMZ BOE XIPTF QPMMT EFDMJOF NJHIU
IBWF EPOF CFUUFS JG TIF IBE HPOF OFHBUJWF FBSMZ *G XF DPOUSPM GPS QPMMJOH JO QFSJPE Ɗ XF CMPDL UIBU QBSU
PG UIF FČFDU JO PVS BOBMZTJT BOE JOUSPEVDF QPTUUSFBUNFOU CJBT JOUP PVS FTUJNBUFT &JUIFS BQQSPBDI
JHOPSJOH PS JODMVEJOH QPMMJOH XJMM MFBE UP TPNF GPSN PG CJBT ćFTF QSPCMFNT XJUI UJNFWBSZJOH
DPOGPVOEFST DBOOPU CF TPMWFE CZ TJOHMFTIPU NFUIPET FWFO JG XF BTTVNF BT * EP CFMPX OP PNJUUFE
WBSJBCMFT JO FBDI UJNF QFSJPE ćFZ BSF GVOEBNFOUBM UP TJUVBUJPOT XIFSF BDUJPOT VOGPME PWFS UJNF ćF
BTTVNQUJPOT BOE NFUIPET QSFTFOUFE JO UIJT FTTBZ SFQSFTFOU B TPMVUJPO UP UIJT EJMFNNB VOEFS UIF
XFBLFTU QPTTJCMF BTTVNQUJPOT PO UIF DBVTBM TUSVDUVSF PG UIF EBUB ƭ
ƉƉƌ " ńĲĶĴĵŁĶĻĴ ĮĽĽĿļĮİĵ Łļ ıņĻĮĺĶİ İĮłŀĮĹ ĶĻĳĲĿĲĻİĲ
" LFZ DIBSBDUFSJTUJD PG TJOHMFTIPU NFUIPET TVDI BT SFHSFTTJPO BOE NBUDIJOH JT UIBU UIFZ QSPWJEF OP
XBZ PG SFNPWJOH PNJUUFE WBSJBCMF CJBT EVF UP UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST XJUIPVU JOEVDJOH
Ɗ 8F DPVME DIBOHF PVS RVBOUJUZ PG JOUFSFTU UP BWPJE UIJT QSPCMFN CVU XF XPVME CF SFTUSJDUJOH PVS BOBMZTJT UP UIF FČFDU PG UIF
MBTU BDUJPO 'VSUIFSNPSF UIF BTTVNQUJPOT VTFE UP JEFOUJGZ UIJT RVBOUJUZ PG JOUFSFTU XPVME MJLFMZ CF BT TUSPOH BT UIF BTTVNQUJPOT
VTFE UP JEFOUJGZ UIF GVMM TFU PG DBVTBM RVBOUJUJFT
Ə
QPTUUSFBUNFOU CJBT ćFTF FTUJNBUPST EJWJEF VQ UIF EBUB JOUP DPNQBSBCMF TVCTFUT BOE FTUJNBUF DBVTBM
FČFDUT XJUIJO UIFTF TVCTFUT ćF PWFSBMM FČFDU JT TJNQMZ B DPNCJOBUJPO PG UIFTF TUSBUVNTQFDJĕD FČFDUT
ćJT CSPBE BQQSPBDI JT DBMMFE TUSBUJĕDBUJPO BOE JU CSFBLT EPXO JO EZOBNJD TFUUJOHT BT EFTDSJCFE BCPWF
TUSBUJGZJOH SFNPWFT PNJUUFE WBSJBCMF CJBT CVU JOEVDFT QPTUUSFBUNFOU CJBT GPS UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST
"O BMUFSOBUJWF UP TUSBUJĕDBUJPO FTUJNBUPST BSF JOWFSTF QSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH 	ĶĽŁń

FTUJNBUPST XIJDI SFXFJHIU UIF EBUB UP BMMFWJBUF UIF PNJUUFE WBSJBCMF CJBTƮ 5P TFF IPX UIFTF XFJHIUT
XPSL OPUF UIBU JO OFHBUJWF DBNQBJHOJOH DFSUBJO TUSBUFHJFT BSF VTFE NPSF PęFO UIBO PUIFST DBOEJEBUFT
UFOE UP HP OFHBUJWF XIFO UIFZ BSF USBJMJOH BOE TUBZ QPTJUJWF XIFO UIFZ BSF MFBEJOH *O 'JHVSF ƉƉC XF
SFQSFTFOU UIJT JO UIF BSSPXT GSPN QPMMJOH UP OFHBUJWJUZ ćJT PG DPVSTF DBVTFT DPOGPVOEJOH 5P SFNPWF
UIJT UJNFWBSZJOH DPOGPVOEJOH XF DBO HJWF MFTT XFJHIU UP DPNNPO TUSBUFHJFT TP UIBU JO UIF SFXFJHIUFE
EBUB BMM TUSBUFHJFT IBWF UIF TBNF XFJHIU BT NBOZ USBJMFST HP OFHBUJWF BT TUBZ QPTJUJWF ćVT JO UIF
SFXFJHIUFE EBUB UIF BDUJPO TFRVFODFT BSF CBMBODFE BDSPTT UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST BOE UIFSF JT OP
PNJUUFE WBSJBCMF CJBT $SVDJBMMZ 3PCJOT 	ƉƑƑƑ
 TIPXT UIBU ĶĽŁń FTUJNBUPST EP OPU JOUSPEVDF
QPTUUSFBUNFOU CJBT CFDBVTF UIFZ BWPJE TUSBUJGZJOH UIF PVUDPNF CZ UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST
"MUFSOBUJWFT UP ĶĽŁń FTUJNBUPST GPS EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF JODMVEF TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT
TUSVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMJOH TZOUIFUJD DPOUSPM NFUIPET BOE QSJODJQBM TUSBUJĕDBUJPO CVU FBDI PG UIFTF
NFUIPET IBT B EJTBEWBOUBHF XIFO DPNQBSFE UP UIF XFJHIUJOH BQQSPBDI ćF ĶĽŁń FTUJNBUPS EFTDSJCFE
CFMPX JT GBS NPSF HFOFSBM UIBO UIF MBUUFS UISFF BQQSPBDIFT XIJMF CFJOH MFTT NPEFM EFQFOEFOU UIBO
TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT 3PCJOT 	Ɗƈƈƈ
 QPJOUT PVU UIBU XIJMF UIFTF TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT DBO
FTUJNBUF NPSF ĘFYJCMF DBVTBM RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU UIBO ĶĽŁń UIFZ BMTP SFRVJSF NPEFMT GPS FBDI
UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFS JO UIF EBUBƯ 8IJMF UIJT XFJHIUJOH BQQSPBDI JT MFTT ĘFYJCMF UIBO TUSVDUVSBM
OFTUFE NPEFMT JU JT NVDI NPSF ĘFYJCMF UIBO PUIFS SFMBUFE NFUIPET 4USVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMJOH
Ƌ ĶĽŁń FTUJNBUPST IBWF B MPOH IJTUPSZ JO TUBUJTUJDT CFHJOOJOHXJUI UIF)PSWJU[ćPNQTPO FTUJNBUPS 	)PSWJU[ BOEćPNQTPO
ƉƑƍƊ
 XIJDI IBT CFFO BQQMJFE UP NBOZ QSPCMFNT PVUTJEF PG DBVTBM JOGFSFODF JODMVEJOH TVSWFZ TBNQMJOH 'PS BO JOUSPEVDUJPO
UP UIFTF FTUJNBUPST GPS DBVTBM JOGFSFODF JO QPMJUJDBM TDJFODF TFF (MZOO BOE 2VJOO 	ƊƈƉƈ

ƌ 'PS BNPSF EFUBJMFE EJTDVTTJPO PG UIF BEWBOUBHFT BOE EJTBEWBOUBHFT PG ĶĽŁń BQQSPBDIFT WFSTVT HFTUJNBUJPO BOE TUSVDUVSBM
OFTUFE NPEFMT TFF 3PCJOT 	Ɗƈƈƈ

Ɛ
SFRVJSFT B DPOTUBOU FČFDUT BTTVNQUJPO JO PSEFS UP FTUJNBUF EZOBNJD DBVTBM FČFDUTư 4ZOUIFUJD DPOUSPM
NFUIPET GPS DPNQBSBUJWF DBTF TUVEJFT GPS FYBNQMF GPDVT PO B TJOHMF JOUFSWFOUJPO GPS FBDI VOJU BOE UIVT
MJNJU UIF OVNCFS PG QPTTJCMF FTUJNBCMF RVBOUJUJFT 	"CBEJF %JBNPOE BOE )BJONVFMMFS ƊƈƉƈ
 1SJODJQBM
TUSBUJĕDBUJPO 	'SBOHBLJT BOE 3VCJO ƊƈƈƊ
 DBO SFDPWFS DBVTBM FČFDU FTUJNBUFT XIFO B QPTUUSFBUNFOU
WBSJBCMF EFĕOFT UIF BWBJMBCMF TBNQMF TVDI BT DFOTPSJOH CZ EFBUI 'SBOHBLJT BOE 3VCJO 	ƊƈƈƊ
 OPUF
IPXFWFS UIJT BQQSPBDI JT NPSF BQQSPQSJBUF GPS OPONBOJQVMBCMF QPTUUSFBUNFOU WBSJBCMFT 8IFO UIF
SFMFWBOU QPTUUSFBUNFOU WBSJBCMF JT NBOJQVMBCMF BOE USVMZ QBSU PG UIF USFBUNFOU BT JT UIF DBTF IFSF
QSJODJQBM TUSBUJĕDBUJPO OFFEMFTTMZ SFTUSJDUT UIF RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU VOEFS JOWFTUJHBUJPO
ƉƊ " ĳĿĮĺĲńļĿĸ ĳļĿ ıņĻĮĺĶİ İĮłŀĮĹ ĶĻĳĲĿĲĻİĲ
5P TIPX IPX ĶĽŁń DBO FTUJNBUF DBVTBM FČFDUT JO B EZOBNJD TFUUJOH JU JT VTFGVM UP FYUFOE UIF TJOHMFTIPU
DBVTBM JOGFSFODF GSBNFXPSL UP FYQMJDJUMZ JODMVEF UJNFƱ 4VQQPTF J JOEFYFT UIF DBNQBJHO XJUI
J = ŝ, . . . ,/ -FU U EFOPUF UIF XFFL PG UIF DBNQBJHO UBLJOH QPTTJCMF WBMVFT ŝ, . . . ,5 XIFSF 5 JT UIF ĕOBM
XFFL CFGPSF FMFDUJPO EBZ 8F SFGFS UP U = ŝ BT UIF iCBTFMJOFw UJNF QFSJPE JU JT UIF UJNF QFSJPE CFGPSF UIF
DBNQBJHO CFHJOT BTTVNFE UP CF UIF ĕSTU XFFL BęFS UIF QSJNBSZ *O FBDI QFSJPE DBNQBJHOT DBO FJUIFS
HP OFHBUJWF EFOPUFE "JU = ŝ PS SFNBJO QPTJUJWF "JU = Ŝ
$BNQBJHOT GBDF B SBQJEMZ FWPMWJOH FOWJSPONFOU 5P BDDPVOU GPS UIJT MFU 9JU SFQSFTFOU UIF
DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF DBNQBJHO JO XFFL U UIBU BČFDU UIF %FNPDSBUT EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JO XFFL U
ćJT XPVME JODMVEF SFDFOU QPMMJOH PS 3FQVCMJDBO OFHBUJWJUZ JO UIF QSFWJPVT XFFLT ćJT EFĕOJUJPO
BTTVNFT UIBU UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF PDDVST iBęFSw UIF WBSJBCMFT JO 9JU TP UIBU UIFZ BSF QSFBDUJPO GPS
XFFL UƲ *OTUFBE PG DPOUBJOJOH BMM WBSJBCMFT PDDVSSJOH BU UJNF U UIF TFU PG DPWBSJBUFT EFTDSJCFT UIF
JOGPSNBUJPO TFUUJOH GPS UIF BDUJPO EFDJTJPO BU UJNF U 4JNQMZ QVU 9JU JT UIF NPTU SFDFOU TFU PG WBSJBCMFT
ƍ 4FF (MZOO 	ƊƈƉƉ
 GPS B EFTDSJQUJPO PG UIJT QSPCMFN JO UIF DPOUFYU PG NFEJBUJPO JO MJOFBS TUSVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMT
Ǝ ćF GPMMPXJOH TFDUJPO SFTUT IFBWJMZ PO UIF QPUFOUJBM PVUDPNFTCBTFENPEFM PG DBVTBM JOGFSFODF DIBNQJPOFE CZ 3VCJO ƉƑƏƐ
BOE FYUFOEFE UP EZOBNJD TFUUJOHT CZ 3PCJOT 	ƉƑƐƎ ƉƑƑƏ

Ə ćF DBVTBM PSEFSJOH IFSF JT OPUBUJPOBMMZ BSCJUSBSZ BT JUT SFWFSTBM XPVME SFRVJSF POMZ B DIBOHF JO TVCTDSJQU .PSF DSVDJBMMZ
SFTFBSDIFST NVTU EFUFSNJOF XIBU JOGPSNBUJPO JT QSF BOE QPTUBDUJPO JO B HJWFO QFSJPE GPS UIF TVCTUBOUJWF RVFTUJPO BU IBOE
Ƒ
UIBU DPVME QPTTJCMZ BČFDU "JU Ƴ ćF CBTFMJOF DPWBSJBUFT 9Jŝ JODMVEF CBDLHSPVOE JOGPSNBUJPO UIBU
SFNBJOT TUBUJD PWFS UIF DPVSTF PG UIF TUVEZ 'PS DBNQBJHOT UIFTF DPVME CF QFSDFJWFE DPNQFUJUJWFOFTT PG
UIF FMFDUJPO OVNCFS PG BET TIPXO JO UIF QSJNBSZ JODVNCFODZ TUBUVT PS DIBMMFOHFS RVBMJUZ ćF DIPJDF
PG SFMFWBOU DPWBSJBUFT PG DPVSTF EFQFOET PO UIF PVUDPNF : XIJDI JO UIJT DBTF JT UIF %FNPDSBUJD QFSDFOU
PG UIF UXPQBSUZ WPUF
%ZOBNJD TFUUJOHT SFRVJSF SFGFSFODFT UP UIF IJTUPSZ PG B WBSJBCMF " IJTUPSZ JT UIF TFU PG BMM JOTUBODFT PG
UIBU WBSJBCMF VQ UP TPNF QPJOU JO UJNF *O UIJT FYBNQMF JU NBZ CF UIF TFRVFODF PG DBNQBJHO UPOF PS QPMM
SFTVMUT JO FBDI XFFL 6OEFSMJOFT JOEJDBUF UIF IJTUPSZ PG B WBSJBCMF TP UIBU "U XPVME CF UIF OFHBUJWJUZ VQ
UISPVHI UJNF U "U ≡ ("ŝ,"Ş, . . . ,"U) ćF DPWBSJBUF IJTUPSZ 9U JT EFĕOFE TJNJMBSMZ 0OF QPTTJCMF
SFBMJ[BUJPO PG "U JT BU ≡ (Bŝ, . . . , BU) XIFSF FBDI BU DBO UBLF UIF WBMVFT ƈ PS Ɖ 'VSUIFSNPSF MFU " = "5
CF UIF TFRVFODF PG OFHBUJWJUZ PWFS UIF DPVSTF PG UIF FOUJSF DBNQBJHO -FU B CF B SFQSFTFOUBUJWF DBNQBJHO
UPOF IJTUPSZ BOEA BT UIF TFU PG BMM QPTTJCMF WBMVFT PG B UIBU JT BMM UIF QPTTJCMF XBZT B DBOEJEBUF DPVME HP
OFHBUJWF PWFS UIF DPVSTF PG UIF DBNQBJHO -FU 9 YU BOE Y CF EFĕOFE TJNJMBSMZ GPS UIF DPWBSJBUF IJTUPSZ
&BDI QPTTJCMF OFHBUJWJUZ TFRVFODF B IBT BO BTTPDJBUFE QPUFOUJBM FMFDUPSBM PVUDPNF -FU :J(B) CF UIF
%FNPDSBUJD QFSDFOU PG UIF UXPQBSUZ WPUF JG XF GPSDFE DBOEJEBUF J UP JNQMFNFOU UIF DBNQBJHO B /PUF
UIBU UIFSF BSF Ş5 QPTTJCMF TFRVFODFT B "T CFGPSF BOZ JOEJWJEVBM DBOEJEBUF DBO FYQFSJFODF BU NPTU POF
PG UIFTF QPUFOUJBM PVUDPNFT XIJDI JT UIF POF BTTPDJBUFE XJUI UIF UIFJS PCTFSWFE BDUJPO IJTUPSZ ćF SFTU
PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT XJMM CF DPVOUFSGBDUVBM UIFZ BSF XIBU XPVME IBWF IBQQFOFE JG UIF VOJU IBE
GPMMPXFE B EJČFSFOU TFRVFODF 4VQQPTF DBNQBJHOT POMZ MBTUFE UXP XFFLT *O UIJT XPSME :J(Ŝ, ŝ) XPVME
CF UIF %FNPDSBUJD WPUFTIBSF JG DBOEJEBUF J XFSF UP SFNBJO QPTJUJWF JO XFFL POF BOE HP OFHBUJWF JO XFFL
UXP 5P DPNQMFUF UIF EFĕOJUJPO PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT XF DPOOFDU UIFN UP UIF PCTFSWFE PVUDPNFT
:J 8IFO TPNF VOJU JT PCTFSWFE UP IBWF GPMMPXFE BDUJPO TFRVFODF B UIFO XF PCTFSWF UIF QPUFOUJBM
PVUDPNF GPS UIBU TFRVFODF PS :J(B) = :J XIFO "J = Bƴ
Ɛ /PUF UIBU UIFTF WBSJBCMFT BSF QPTTJCMZ BČFDUFE CZ QBTU USFBUNFOU CVU * TVQQSFTT UIF QPUFOUJBM PVUDPNF OPUBUJPO GPS UIF
DPWBSJBUFT GPS FYQPTJUJPO BT JU BEET OP DPOTFRVFODFT GPS UIF QSFTFOU EJTDVTTJPO
Ƒ ćJT JT DPNNPOMZ SFGFSSFE UP BT UIF DPOTJTUFODZ BTTVNQUJPO JO UIF FQJEFNJPMPHZ MJUFSBUVSF 	3PCJOT ƉƑƑƏ
 *U JNQMJDJUMZ
BTTVNFT XIBU 3VCJO 	ƉƑƏƐ
 SFGFST UP UIJT BT UIF TUBCMF VOJU USFBUNFOU WBMVF BTTVNQUJPO PS ŀłŁŃĮ 3FDFOU XPSL IBT GVSUIFS
Ɖƈ
8F TBZ UIBU 9U DPOUBJOT B UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFS JG JU 	B
 BČFDUT UIF FMFDUJPO PVUDPNF 	C
 BČFDUT
GVUVSF OFHBUJWJUZ BOE 	D
 JT BČFDUFE CZ QBTU OFHBUJWJUZ *O FTUJNBUJOH UIF FČFDU PG %FNPDSBUT HPJOH
OFHBUJWF UIF BEWFSUJTJOH UPOF PG UIF 3FQVCMJDBO XPVME CF B UJNFEFQFOEFOU DPOGPVOEFS %FNPDSBUT BSF
NPSF MJLFMZ UP HP OFHBUJWF JG UIFJS PQQPOFOU IBT HPOF OFHBUJWF BOE UIFJS PQQPOFOUT BDUJPOT BSF MJLFMZ
SFMBUFE UP UIF PVUDPNF /PUF UIBU 9U DPVME JODMVEF QBTU WBMVFT PG : JO XIJDI DBTF UIF MBHHFE EFQFOEFOU
WBSJBCMF XPVME CF B UJNFEFQFOEFOU DPOGPVOEFS
ƉƊƉ 5ĵĲ ĮŀŀłĺĽŁĶļĻŀ
ćF HPBM PG EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF JT UP FTUJNBUF UIF NFBOT PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT VOEFS WBSJPVT
BDUJPO TFRVFODFT ćFTF BSF QPQVMBUJPOCBTFE RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU XIBU XPVME IBQQFO JG FWFSZ
%FNPDSBU SFNBJOFE QPTJUJWF *O UIF TBNQMF IPXFWFS UIF DBOEJEBUFT UIBU BDUVBMMZ XFOU OFHBUJWF BMXBZT
NJHIU CF EJČFSFOU UIBO UIPTF XIP EJE OPU ćVT UIF TBNQMF PG VOJUT XIP GPMMPXFE UIF TUSBUFHZ XPVME
CF BO VOSFQSFTFOUBUJWF TBNQMF PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNF VOEFS UIBU TUSBUFHZ *O PSEFS UP SJE PVS BOBMZTJT
PG UIF BCPWF TFMFDUJPO QSPCMFNT XF NVTU CF BCMF UP JEFOUJGZ BOE NFBTVSF BMM QPTTJCMF DPOGPVOEFST
"TTVNQUJPO Ɖ 	4FRVFOUJBM *HOPSBCJMJUZ
 'PS BOZ BDUJPO TFRVFODFT B DPWBSJBUF IJTUPSZ 9U BOE UJNF U JG
"U−ŝ = BU−ŝ UIFO :(B) ⊥⊥ "U|9U,"U−ŝ = BU−ŝ
)FSF # ⊥⊥ $|%NFBOT UIBU # JT JOEFQFOEFOU PG $ DPOEJUJPOBM PO % ćF BTTVNQUJPO PG TFRVFOUJBM
JHOPSBCJMJUZ FYUFOET UIF DPOEJUJPOBM JHOPSBCJMJUZ BTTVNQUJPO UP UJNFWBSZJOH BDUJPOT *U TUBUFT UIBU
BDUJPO EFDJTJPO BU UJNF U JT JOEFQFOEFOU PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT DPOEJUJPOBM PO UIF DPWBSJBUF BOE
BDUJPO IJTUPSJFT VQ UP UIBU QPJOU ćBU JT DPOEJUJPOBM PO UIF QBTU UIPTF XIP HP OFHBUJWF BSF TJNJMBS UP
UIPTF XIP TUBZ QPTJUJWF 'JHVSF ƉƊB TIPXT B DBVTBM EJSFDUFE BDZDMJD HSBQI 	ıĮĴ
 JO XIJDI TFRVFOUJBM
JHOPSBCJMJUZ IPMET XIJMF 'JHVSF ƉƊC TIPXT B TJUVBUJPO XIFSF UIF BTTVNQUJPO GBJMT UP IPME EVF UP BO
PNJUUFE WBSJBCMF 6 *G EFDJTJPOT BSF NBEF CZ B DPJO ĘJQ UIFO DMFBSMZ UIJT BTTVNQUJPO XJMM IPME *G VOJUT
BDU CBTFE PO UIF DPWBSJBUF IJTUPSZ IPXFWFS UIFO JU XJMM GBJM UP IPME VOMFTT UIF BOBMZTU DBO PCTFSWF BMM PG
GPSNBMJ[FE BOE DMBSJĕFE UIJT BTTVNQUJPO 	$PMF BOE 'SBOHBLJT ƊƈƈƑ 7BOEFS8FFMF ƊƈƈƑ 1FBSM ƊƈƉƈ

ƉƉ
UIPTF DPWBSJBUFT 'PS JOTUBODF UIF BTTVNQUJPO XPVME CF WJPMBUFE JG DBNQBJHOT NBEF UIF EFDJTJPO UP HP
OFHBUJWF CBTFE PO QPMMJOH EBUB CVU UIF BOBMZTU EJE OPU IBWF BDDFTT UP UIBU QPMMJOH EBUB ćF HPBM GPS
SFTFBSDIFST UIFO JT UP DPMMFDU BMM UIF DPWBSJBUFT UIBU NJHIU JOĘVFODF UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JO TPNF
XFFL 8IJMF UIJT JT B EBVOUJOH UBTL JO BO PCTFSWBUJPOBM TUVEZ JU JT OP IBSEFS UIBO TBUJTGZJOH DPOEJUJPOBM
JHOPSBCJMJUZ JO UIF TJOHMFTIPU DBTF BOE 4FDUJPO ƉƍƉ TIPXT IPX UP SFMBY UIF BTTVNQUJPO JO B TFOTJUJWJUZ
BOBMZTJT
9ŝ "ŝ 9Ş "Ş :
	B
 4FRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ IPMET
9ŝ "ŝ 9Ş "Ş :
6ŝ 6Ş
	C
 4FRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ GBJMT
'JHVSF ƉƊ %JSFDUFE "DZDMJD (SBQIT SFQSFTFOUJOH EJČFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ XIFSF 6 JT
BO VOPCTFSWFE WBSJBCMF
'JOBMMZ JO PSEFS UP DPNQBSF UIF WBSJPVT BDUJPO TFRVFODFT FBDI NVTU IBWF TPNF QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ
PG PDDVSSJOH *U JT OPOTFOTJDBM UP FTUJNBUF UIF FČFDU PG B TFRVFODF UIBU DPVME OFWFS PDDVS
"TTVNQUJPO Ɗ 	1PTJUJWJUZ
 'PS BOZ TFRVFODFT BU = (BU−ŝ, BU) BOE YU BOE UJNF U JG
1S
(
"U−ŝ = BU−ŝ,9U = YU
)
> Ŝ UIFO 1S
(
"U = BU|9U = YU,"U−ŝ = BU−ŝ
)
> Ŝ
ćJT BTTVNQUJPO PVUMJOFT UIF UZQFT PG TUSBUFHJFT XF DBO TUVEZ 1PTJUJWJUZ DBO CSFBL EPXO XIFO TPNF
TFRVFODFT GBJM UP PDDVS JO UIF BDUVBM EBUB FWFO UIPVHI UIFZ BSF UIFPSFUJDBMMZ QPTTJCMF *O OFHBUJWF
BEWFSUJTJOH GPS JOTUBODF DBOEJEBUFT XJUI FYUSFNFMZ TBGF TFBUT OFWFS HP OFHBUJWF FWFO UIPVHI OPUIJOH JT
TUPQQJOH UIFN GSPN EPJOH TP 6OGPSUVOBUFMZ XF XJMM CF VOBCMF UP FTUJNBUF UIF FČFDU PG HPJOH OFHBUJWF
GPS UIFTF DBOEJEBUFT ćFTF FNQJSJDBM WJPMBUJPOT PG QPTJUJWJUZ BSF DMPTFMZ SFMBUFE UP UIF BTTVNQUJPO PG
DPNNPO TVQQPSU PęFO JOWPLFE JO UIF NBUDIJOH MJUFSBUVSF 4FDUJPO Ɖƍ EJTDVTTFT UIFTF QSBDUJDBM
QSPCMFNT XJUI QPTJUJWJUZ BOE IPX UP SFTUSJDU UIF BOBMZTJT UP UIF DPNNPO TVQQPSU
ƉƊ
ƉƊƊ .ĮĿĴĶĻĮĹ ŀŁĿłİŁłĿĮĹ ĺļıĲĹŀ ĳļĿ ŁĵĲ ĽļŁĲĻŁĶĮĹ ļłŁİļĺĲŀ
*O UIF TJOHMFTIPU BQQSPBDI FTUJNBUJOH B DBVTBM FČFDU POMZ JOWPMWFT UXP RVBOUJUJFT POF DPSSFTQPOEJOH








 *O EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF UIFSF JT POF QPUFOUJBM PVUDPNF GPS
FBDI BDUJPO TFRVFODF " LFZ DPOTFRVFODF JT UIBU FWFO XJUI B TNBMM OVNCFS PG UJNF QFSJPET UIFSF XJMM CF
BO PWFSXIFMNJOH OVNCFS PG QPTTJCMF BDUJPO TFRVFODFT 8JUI UXP QPUFOUJBM PVUDPNFT XF DBO
OPOQBSBNFUSJDBMMZ FTUJNBUF UIF NFBO PVUDPNF JO UIF USFBUFE BOE DPOUSPM HSPVQT CZ UBLJOH TBNQMF
NFBOT 8JUI KVTU UFO QFSJPET IPXFWFS UIFSF XPVME CF ƉƈƊƌ QPTTJCMF BDUJPO TFRVFODFT NBLJOH JU
VOMJLFMZ UIBU UIFSF XJMM CF FWFO POF VOJU GPMMPXJOH BOZ QBSUJDVMBS TFRVFODF ćVT UIF OPOQBSBNFUSJD
BQQSPBDI PG TJOHMFTIPU NFUIPET XJMM CF VTFMFTT IFSF
5P PWFSDPNF UIJT DVSTF PG EJNFOTJPOBMJUZ XF DBO VTF B QBSBNFUSJD NPEFM UP SFMBUF UIF BDUJPO
TFRVFODFT UP UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT ćBU JT XF XJMM TVQQPTF UIBU iTJNJMBSw BDUJPO TFRVFODFT TIPVME
IBWF iTJNJMBSw QPUFOUJBM PVUDPNFT *NQPTJOH UIJT TUSVDUVSF PO UIF QSPCMFN SFEVDFT UIF EJNFOTJPOBMJUZ
PG UIF QSPCMFN BU UIF FYQFOTF PG QPTTJCMF NPEFM NJTTQFDJĕDBUJPO 3PCJOT )FSOÈO BOE #SVNCBDL
	Ɗƈƈƈ
 JOUSPEVDFE B QBSTJNPOJPVT DMBTT PG TFNJQBSBNFUSJD NPEFMT GPS UIJT QSPCMFN DBMMFE NBSHJOBM
TUSVDUVSBM NPEFMT 	ĺŀĺ
 *O UIJT DMBTT PG NPEFMT XF BTTVNF B QBSBNFUSJD GPSN GPS UIF NFBO PG UIF
QPUFOUJBM PVUDPNF
&[:(B)] = H(B; ќ), 	ƉƉ

XIJMF MFBWJOH UIF SFTU PG UIF EJTUSJCVUJPO PG :(B) VOTQFDJĕFE ćJT NPEFM JT TFNJQBSBNFUSJD JO UIF TFOTF
UIBU JU MFBWFT VOSFTUSJDUFE UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF PVUDPNF BOE UIF DPWBSJBUFT UIPVHI UIF
JNQMFNFOUBUJPO PG UIJT NPEFMT USBEFT UIJT GPS NPEFMJOH UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF BDUJPOT BOE UIF
DPWBSJBUFT
ćF GVODUJPO H EFĕOFT PVS BTTVNQUJPOT BCPVU XIJDI BDUJPO TFRVFODFT TIPVME IBWF TJNJMBS QPUFOUJBM
ƉƋ
PVUDPNFT 8F NBZ IBWF GPS JOTUBODF
H(B; ќ) = ќŜ + ќŝD(B), 	ƉƊ

XIFSF D(B) = ͓5U=ŜBU JT UIF DVNVMBUJWF BDUJPO ćJT NPEFM BTTVNFT UIBU VOJUT XJUI UIF TBNF OVNCFS PG
UPUBM QFSJPET BDUFE TIPVME IBWF TJNJMBS QPUFOUJBM PVUDPNFT XJUI ќŝ BT UIF DBVTBM FČFDU PG BO BEEJUJPOBM
QFSJPE PG UIF BDUJPO *O UIF DPOUFYU PG OFHBUJWF DBNQBJHOJOH ќŝ JT UIF FČFDU PG BO BEEJUJPOBM XFFL PG
OFHBUJWJUZ "O BTTVNQUJPO IFSF JT UIBU HPJOH OFHBUJWF GPS UIF ĕSTU ĕWF XFFLT PG UIF DBNQBJHO JT UIF TBNF
BT HPJOH OFHBUJWF GPS UIF MBTU ĕWF XFFLT PG UIF DBNQBJHO %FQFOEJOH PO UIF BQQMJDBUJPO UIJT NJHIU CF B
NPSF PS MFTT QMBVTJCMF BTTVNQUJPO BOE JO HFOFSBM UIFTF UZQFT PG NPEFMJOH BTTVNQUJPOT XJMM BMXBZT
QSPEVDF TPNF BNPVOU PG CJBT ćF HSFBUFS ĘFYJCJMJUZ XF BMMPX GPS H(B; ќ) IPXFWFS UIF NPSF WBSJBCMF
PVS FTUJNBUFT CFDPNF ćF TVCTUBODF PG UIF QSPCMFN BOE UIF BNPVOU PG EBUB PO IBOE XJMM EFUFSNJOF
XIBU NPEFM NBLFT TFOTF GPS UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT
4VQQPTJOH UIBU 	ƉƊ
 XBT UIF DPSSFDU NPEFM GPS UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT XF XBOU UP FTUJNBUF JUT DBVTBM
QBSBNFUFST 0OF BQQSPBDI XPVME CF UP FTUJNBUF
&[:|" = B] = ѝŜ + ѝŝD(B), 	ƉƋ

XIJDI PNJUT BOZ DPWBSJBUFT 9U BOE TJNQMZ SFHSFTTFT UIF PVUDPNF PO UIF PCTFSWFE BDUJPO ćJT BQQSPBDI
SFQMBDFT UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT :(B) XJUI UIF PCTFSWFE PVUDPNFT : IPMEJOH UIF NPEFM ĕYFE *G 9U
BČFDUT UIF BDUJPO BOE UIF PVUDPNF IPXFWFS UIF BTTPDJBUJPOBM QBSBNFUFS ѝŝ XJMM OPU FRVBM UIF DBVTBM
QBSBNFUFS ќŝ EVF UP PNJUUFE WBSJBCMF CJBT ćBU JT EJČFSFODFT JO UIF PCTFSWFE PVUDPNFT DPVME CF EVF
UP EJČFSFODF JO UIF DPWBSJBUF IJTUPSZ OPU UIF BDUJPO TFRVFODF 8F DPVME JOTUFBE DPOEJUJPO PO 9U CZ
FTUJNBUJOH
&[:|" = B,9U] = ўŜ + ўŝD(B) + ўŞ9U, 	Ɖƌ

FJUIFS UISPVHI B SFHSFTTJPO UIBU JODMVEFT 9U PS B NBUDIJOH BMHPSJUIN XIJDI NBUDIFT PO 9U ćF LFZ
Ɖƌ
QBSBNFUFS ўŝ XJMM TUJMM GBJM UP FRVBM UIF DBVTBM QBSBNFUFS PG JOUFSFTU ќŝ XIFO 9U JT B UJNFWBSZJOH
DPOGPVOEFS TJODF 9U JT QPTUUSFBUNFOU GPS "U−ŝ ćVT 9U JT JO UIF EJďDVMU QPTJUJPO PG CFJOH CPUI BO
PNJUUFE WBSJBCMF BOE B QPTUUSFBUNFOU WBSJBCMF GPS UIF BDUJPO IJTUPSZ ćFTF USBEJUJPOBM NFUIPET PG
FTUJNBUJOH ќŝ GBJM JO UIF GBDF PG UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST XIFUIFS PS OPU XF BEKVTU GPS UIFN TJODF
FJUIFS BQQSPBDI MFBET UP CJBT
0OF NJHIU UIJOL UIBU UIF UXP USBEJUJPOBM FTUJNBUJPO QSPDFEVSFT XPVME BU MFBTU QSPWJEF CPVOET PO UIF
USVF DBVTBM FČFDU XJUI ќŝ GBMMJOH CFUXFFO ѝŝ BOE ўŝ 8IFO UIF PNJUUFE WBSJBCMF CJBT BOE UIF
QPTUUSFBUNFOU CJBT IBWF UIF TBNF TJHO IPXFWFS UIJT CPVOEJOH XJMM GBJM UP IPME ćJT DBO PDDVS GPS
JOTUBODF XIFO TUSBUFHJD BDUPST BUUFNQU UP DPNQFOTBUF QPPS QFSGPSNBODF XJUI CFOFĕDJBM BDUJPOT
4VQQPTF UIBU UIFSF JT B TUSPOH QPTJUJWF FČFDU PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH BOE UIBU USBJMJOH DBNQBJHOT VTF JU UP
CPMTUFS UIFJS QPTJUJPOT ćF PNJTTJPO PG QPMMJOH JO B NPEFM XPVME MFBE UP BO VOEFSTUBUFNFOU PG UIF
OFHBUJWJUZ FČFDU TJODF DBOEJEBUFT UFOE UP CF USBJMJOH XIFO UIFZ HP OFHBUJWF 1PTJUJWF DBNQBJHOT XPVME
BQQFBS TUSPOHFS UIBO OFHBUJWF DBNQBJHOT FWFO UIPVHI OFHBUJWJUZ CPPTUT QFSGPSNBODF ćF JODMVTJPO PG
QPMMJOH JO B NPEFM XPVME BMTP MFBE UP BO VOEFSTUBUFNFOU PG UIF FČFDU TJODF JU XBTIFT BXBZ UIF JODSFBTF
JO QPMMT GSPN QBTU OFHBUJWJUZ ćVT UIF USVF FČFDU PG OFHBUJWJUZ XPVME CF IJHIFS UIBO FJUIFS PG UIF
USBEJUJPOBM NFUIPET XPVME QSFEJDU 3PCJOT 	ƉƑƑƏ
 HJWFT B OVNFSJDBM FYBNQMF UIBU IBT UIFTF GFBUVSFT
ƉƋ 5ĵĲ ĮİŁĶļĻ ĺļıĲĹ ĮĻı ĶĻŃĲĿŀĲĽĿļįĮįĶĹĶŁņ ļĳ ŁĿĲĮŁĺĲĻŁ ńĲĶĴĵŁĶĻĴ
"T TIPXO BCPWF UIF VTVBM TJOHMFTIPU BQQSPBDIFT CSFBL EPXO XIFO UIF BDUJPOT DBO WBSZ PWFS UJNF
'PSUVOBUFMZ JOWFSTFQSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH 	ĶĽŁń
 DBO SFDPWFS VOCJBTFE FTUJNBUFT PG DBVTBM
FČFDUT FWFO JO EZOBNJD TFUUJOHT 5P TFF IPX ĶĽŁń XPSLT OPUF UIBU EVF UP UIF PNJUUFE WBSJBCMFT UIF
EJTUSJCVUJPO PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT EJČFST GSPN UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF PCTFSWFE PVUDPNFT
	&[:(B)] #= &[:|" = B]
 3FHSFTTJPO BOE NBUDIJOH BUUFNQU UP BWPJE UIJT QSPCMFN CZ ĕOEJOH TVCTFUT PG
UIF EBUB XIFSF UIPTF EJTUSJCVUJPO BSF UIF TBNF BOE NBLJOH DPNQBSJTPOT XJUIJO UIFTF TVCTFUT ćJT
DPOEJUJPOJOH SFNPWFT UIF PNJUUFE WBSJBCMF CJBT CVU JU DBO JOEVDF QPTUUSFBUNFOU CJBT .FUIPET UIBU
Ɖƍ
SFMZ PO XFJHIUJOH TVDI BT ĶĽŁń BWPJE UIFTF CZ OFWFS FYQMJDJUMZ DPOEJUJPOJOH PO UIF DPOGPVOEFST JO UIF
PVUDPNF NPEFMƬƫ
3PCJOT )FSOÈO BOE #SVNCBDL 	Ɗƈƈƈ
 TIPX UIBU VOEFS UIF BCPWF BTTVNQUJPOT B SFXFJHIUFE WFSTJPO
PG UIF PCTFSWFE PVUDPNFT XJMM IBWF UIF TBNF EJTUSJCVUJPO BT UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT *O UIF DBNQBJHOT
DPOUFYU UIF SFXFJHIUFE PVUDPNFT GPS BMXBZTQPTJUJWF DBNQBJHOT XJMM MPPL MJLF UIF PVUDPNFT JG XF GPSDFE






*O XPSET UIF EFOPNJOBUPS PG8JU JT UIF QSPCBCJMJUZ PG PCTFSWJOH UIF BDUJPO TFRVFODF UIBU VOJU J BDUVBMMZ
UPPL JO UIBU XFFL DPOEJUJPOBM PO UIF QBTU 5P HFOFSBUF BO PWFSBMM XFJHIU GPS FBDI SBDF XF TJNQMZ UBLF






" TJNQMF FYBNQMF IFMQT UP FYQMBJO UIF DPOTUSVDUJPO PG UIF XFJHIUT 4VQQPTF UIBU UIFSF XFSF POMZ UXP
XFFLT JO B DBNQBJHO XJUI B QPMM VQEBUF JO CFUXFFO UIF XFFLT " DBOEJEBUF EFDJEFT UP HP OFHBUJWF PS
TUBZ QPTJUJWF JO UIF ĕSTU XFFL TFFT UIF PVUDPNF PG UIF QPMM EFDJEFT UP HP OFHBUJWF JO UIF TFDPOE XFFL
BOE UIFO PCTFSWFT UIF FMFDUJPO SFTVMUT " DBOEJEBUF XIP TUBZT QPTJUJWF JO XFFL POF USBJMT JO UIF QPMMT







Ɖƈ ćJT BQQSPBDI JT TJNJMBS JO TQJSJU UP)FDLNBO TFMFDUJPONPEFMT 	)FDLNBO ƉƑƏƎ"DIFO ƉƑƐƎ
 JO UIF TFOTF UIBU UIFZ TFQBSBUF
PVU UIF TFMFDUJPONPEFM 	XIP HPFT OFHBUJWF
 BOE UIF PVUDPNFNPEFM 	IPXOFHBUJWJUZ BČFDUT WPUF TIBSFT
 ćFTF UZQFT PGNFUIPET
IPXFWFS SFMZ PO JOTUSVNFOUBM WBSJBCMFT 6OGPSUVOBUFMZ JOTUSVNFOUBM WBSJBCMF NFUIPET SFRVJSF FČFDUT UP CF DPOTUBOU JO UIF
QPQVMBUJPO JO PSEFS UP FTUJNBUF UIF BWFSBHF DBVTBM FČFDU 	"OHSJTU *NCFOT BOE 3VCJO ƉƑƑƎ
ćF BQQSPBDI EFTDSJCFE IFSF XIJDI
NBLF OP TVDI BTTVNQUJPOT
ƉƎ
ćF ĕSTU UFSN JO UIF EFOPNJOBUPS JT TJNQMZ UIF QSPCBCJMJUZ PG CFJOH QPTJUJWF JO UIF ĕSTU XFFL ćF
TFDPOE UFSN JT UIF QSPCBCJMJUZ TIF XPVME IBWF HPOF OFHBUJWF JO UIF TFDPOE XFFL DPOEJUJPOBM PO USBJMJOH
BOE IBWJOH CFFO QPTJUJWF JO UIF ĕSTU XFFL ćF SFTVMUJOH EFOPNJOBUPS JT UIF QSPCBCJMJUZ PG PCTFSWJOH UIF
DBNQBJHO (QPTŝ, OFHŞ) DPOEJUJPOBM PO UIF UJNFWBSZJOH DPWBSJBUF QPMMT
ƉƋƉ 8ĵņ ńĲĶĴĵŁĶĻĴ ńļĿĸŀ
ćF XFJHIUT JO ĶĽŁń SFNPWF BOZ DPOGPVOEJOH CZ FOTVSJOH UIBU UIF EJTUSJCVUJPO PG BDUJPO TFRVFODFT JT
UIF TBNF JO FBDI MFWFM PG UIF DPOGPVOEFS *O UIF SFXFJHIUFE EBUB UIF BDUJPO EFDJTJPOT BSF VOSFMBUFE UP
UIF NFBTVSFE DPOGPVOEFST BOE UIVT UIFZ DBOOPU BDDPVOU GPS BOZ SFNBJOJOH EJČFSFODFT CFUXFFO BDUJPO
TFRVFODFT *U JT JOTUSVDUJWF UP TFF IPX UIJT XPSLT JO UIF TJOHMFTIPU DBTF -FU 1S8(OFH|USBJM) CF UIF
SFXFJHIUFE QSPCBCJMJUZ PG PCTFSWJOH BO B OFHBUJWF DBOEJEBUF DPOEJUJPOBM PO USBJMJOH JO UIF QPMMT 8F DBO
ĕOE UIJT QSPCBCJMJUZ CZ NVMUJQMZJOH UIF PSJHJOBM QSPCBCJMJUZ CZ UIF XFJHIU GPS UIJT UZQF PG PCTFSWBUJPO












ćF EFOPNJOBUPS TJNQMZ FOTVSFT UIBU UIF SFXFJHIUFE QSPCBCJMJUJFT XJMM TVN UP POF 6TJOH UIF TBNF
MPHJD JU JT DMFBS UP TFF UIBU 1S8(OFH|USBJM) = ŝ/Ş BT XFMM ćVT JO UIF SFXFJHIUFE EBUB B SBDF JT FRVBMMZ
MJLFMZ UP HP OFHBUJWF BT TUBZ QPTJUJWF XIFO UIFZ BSF USBJMJOH
*OUVJUJWFMZ UIJT XFJHIUJOH CSFBLT UIF MJOLT CFUXFFO UIF BDUJPO EFDJTJPO BOE UIF GBDUPST UIBU BČFDU UIF
BDUJPO EFDJTJPO $BOEJEBUFT UIBU BSF QVSTVJOH DPNNPO TUSBUFHJFT XIFSF 1S("JU|"JU−ŝ,9JU) JT DMPTFS UP Ɖ
XJMM IBWF MPXFS XFJHIUT UIBO UIPTF DBOEJEBUFT XJUI MFTT DPNNPO TUSBUFHJFT ćJT XFJHIUJOH DPSSFDUT UIF
EFWJBUJPOT GSPN UIF JEFBM FYQFSJNFOU XF XPVME IBWF MJLF UP SVO ćF TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ BTTVNQUJPO
JT DSVDJBM IFSF CFDBVTF XF DBOOPU DPSSFDU GPS EFWJBUJPOT XF EP OPU PCTFSWF 4JODF UIFSF JT OP DPOOFDUJPO
CFUXFFO UIF BDUJPO TFRVFODF BOE UIF DPOGPVOEFST JO UIF SFXFJHIUFE EBUB XF DBO TJNQMZ SVO XIBUFWFS
NPEFM XF XBOUFE UP SVO JO UIF ĕSTU QMBDF XJUIPVU DPOEJUJPOJOH PO UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST "OE
ƉƏ
CFDBVTF XF OFWFS DPOEJUJPO PO UIFTF WBSJBCMFT XF OFWFS JOUSPEVDF QPTUUSFBUNFOU CJBT BT XJUI
TJOHMFTIPU BQQSPBDIFT
ƉƋƊ &ŀŁĶĺĮŁĶĻĴ ŁĵĲ ńĲĶĴĵŁŀ
0G DPVSTF XJUIPVU SBOEPNJ[BUJPO UIF QSPCBCJMJUZ PG HPJOH OFHBUJWF XJMM CF VOLOPXO MFBWJOH 	Ɖƍ
 UP
CF FTUJNBUFE 5P EP TP XF NVTU NPEFM UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JO FBDI XFFL DPOEJUJPOBM PO UIF
QBTU 4JODF UIF EFDJTJPO JT EJDIPUPNPVT B DPNNPO BQQSPBDI JT UP FTUJNBUF UIF QSPCBCJMJUZ PG HPJOH
OFHBUJWF XJUI B MPHJU NPEFM
1S("JU = ŝ|"JU−ŝ,9JU−ŝ; ћ) =
(
ŝ + FYQ
{−I ("JU−ŝ,9JU; ћ)})−ŝ , 	ƉƑ

XIFSF I JT B MJOFBS BEEJUJWF GVODUJPO PG UIF BDUJPO IJTUPSZ DPWBSJBUF IJTUPSZ BOE QBSBNFUFST ћ 'PS





= ћŜ + ћŝ"JU−ŝ + ћŞ9JU + ћşU, 	ƉƉƈ

XIJDI NPEFMT UIF BDUJPO EFDJTJPO BT B GVODUJPO PG OFHBUJWJUZ JO UIF MBTU XFFL 	"U−ŝ
 UIF NPTU SFDFOU QPMM
SFTVMUT 	9JU
 BOE UIF XFFL PG UIF DBNQBJHO 	U

"O FTUJNBUF PG UIF XFJHIUT SFRVJSFT BO FTUJNBUF PG UIF QBSBNFUFS WFDUPS ћ GSPN UIJT NPEFM 8F DBO
PCUBJO UIFTF FTUJNBUFT ћˆ GSPN B QPPMFE MPHJTUJD SFHSFTTJPO USFBUJOH FBDI DBNQBJHOXFFL BT B TFQBSBUF










XIFSF UIF EFOPNJOBUPS JT OPX UIF QSFEJDUFE BDUJPO QSPCBCJMJUZ 	PS ĕUUFE WBMVF
 GPS VOJU J BU FBDI UJNF
QFSJPEƬƬ /PUF UIBU JU JT OPU OFDFTTBSZ UP FTUJNBUF UIF TBNF NPEFM GPS BMM VOJUT 'PS FYBNQMF JODVNCFOUT
ƉƉ ćFTF WBMVFT BSF FBTJMZ GPVOE VTJOH B DPNCJOBUJPO PG UIF glm BOE predict GVODUJPOT JO 3 	3 %FWFMPQNFOU $PSF 5FBN
ƉƐ
BOE OPOJODVNCFOUT NJHIU SFRVJSF EJČFSFOU NPEFMT CFDBVTF UIFJS BQQSPBDIFT UP UIF OFHBUJWJUZ EFDJTJPO
BSF TP EJTUJODU
&BDI PCTFSWBUJPO J JT UIFO XFJHIUFE CZ 8̂J JO B XFJHIUFE HFOFSBMJ[FE MJOFBS NPEFM GPS UIF PVUDPNF
XJUI GPSN H(B; ќ) GSPN 	ƉƊ
Ƭƭ 3PCJOT 	Ɗƈƈƈ
 TIPXT UIJT FTUJNBUJPO QSPDFEVSF JT DPOTJTUFOU GPS UIF
DBVTBM QBSBNFUFST ќ VOEFS TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ QPTJUJWJUZ BOE UIF DPSSFDU NPEFM GPS UIF XFJHIUT
ćF NPTU TUSBJHIUGPSXBSE XBZ UP FTUJNBUF TUBOEBSE FSSPST BOE DPOĕEFODF JOUFSWBMT JT UP CPPUTUSBQ UIF
FOUJSF FTUJNBUJPO QSPDFEVSF JODMVEJOH UIF XFJHIUT 	3PCJOT )FSOÈO BOE #SVNCBDL Ɗƈƈƈ
 'PS
OFHBUJWF DBNQBJHOJOH UIJT NFBOT SFTBNQMJOH UIF TFU PG DBNQBJHOT 	OPU UIF TFU PG DBNQBJHOXFFLT

SFFTUJNBUJOH UIF XFJHIUT BOE SVOOJOH UIF XFJHIUFE PVUDPNF NPEFM PO UIF SFTBNQMFE EBUB
ƉƋƋ 4ŁĮįĶĹĶŇĲı 8ĲĶĴĵŁŀ
*G DBNQBJHOT IBWF WBTUMZ EJČFSFOU MJLFMJIPPET PG HPJOH OFHBUJWF UIFO UIF FTUJNBUFE XFJHIUT GSPN 	ƉƉƉ

DBO IBWF FYUSFNF WBSJBCJMJUZ XIJDI SFTVMUT JO MPX FďDJFODZ 8F DBO VTF B TMJHIUMZ EJČFSFOU WFSTJPO PG
UIF XFJHIUT DBMMFE UIF TUBCJMJ[FE XFJHIUT UP EFDSFBTF UIJT WBSJBCJMJUZ BOE JODSFBTF FďDJFODZ ćF
TUBCJMJ[FE XFJHIUT UBLF BEWBOUBHF PG BO JOUFSFTUJOH GBDU UIF OVNFSBUPS PG UIF XFJHIUT EPFT OPU DIBOHF
UIF DPOTJTUFODZ PG UIF FTUJNBUJPO QSPDFEVSFƬƮ 8IJMF JU XBT OBUVSBM UP VTF UIF WBMVF Ɖ BT UIF OVNFSBUPS
XF DBO SFQMBDF JU XJUI PUIFS GVODUJPOT PG UIF BDUJPO IJTUPSZ UIBU JODSFBTF FďDJFODZ ćF VTVBM DIPJDF














XIFSF UIF OVNFSBUPS JT B NPEFM GPS UIF NBSHJOBM QSPCBCJMJUZ PG BDUJPO DPOEJUJPOBM PO QBTU BDUJPO
8IFO BDUJPOT BSF SBOEPNJ[FE UIFTF TUBCJMJ[FE XFJHIUT XJMM CF FRVBM UP POF TJODF UIF BDUJPO QSPCBCJMJUZ
XPVME CF VOBČFDUFE CZ UIF DPWBSJBUFT JO UIF EFOPNJOBUPS
ƊƈƉƉ

ƉƊ ćF survey QBDLBHF JO 3 DBO JNQMFNFOU UIJT XFJHIUJOH GPS B MBSHF DMBTT PG PVUDPNF NPEFMT 	-VNMFZ Ɗƈƈƌ

ƉƋ "T TIPXO JO 3PCJOT 	Ɗƈƈƈ
 UIF OVNFSBUPS POMZ BMUFST UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF BDUJPO " XIJDI EPFT OPU BČFDU
UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT :(") ćJT JT CFDBVTF UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG " EPFT OPU BČFDU UIF
EJTUSJCVUJPO PG : DPOEJUJPOBM PO " XIJDI JT UIF DSVDJBM JOHSFEJFOU GPS UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT
ƉƑ
0G DPVSTF UIF OVNFSBUPS PG 48J JT VOLOPXO MFBWJOH VT XJUI UIF UBTL PG FTUJNBUJOH ў "MM UIJT
SFRVJSFT JT BO BEEJUJPOBM MPHJU NPEFM GPS UIF OVNFSBUPS UP FTUJNBUF UIF QSPCBCJMJUZ PG HPJOH OFHBUJWF
XJUIPVU DPOEJUJPOJOH PO UIF UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT *G UIF PVUDPNF NPEFM XJMM JODMVEF JOUFSBDUJPOT
XJUI CBTFMJOF DPWBSJBUFT UIFO CPUI UIF OVNFSBUPS BOE UIF EFOPNJOBUPS TIPVME JODMVEF UIPTF WBSJBCMFT
5P DPOTUSVDU UIFTF XFJHIUT POF TJNQMZ OFFET UP PCUBJO QSFEJDUFE QSPCBCJMJUJFT GSPN FBDI NPEFM GPS
FWFSZ VOJUQFSJPE ćFO GPS FBDI VOJU UBLF UIF QSPEVDU PG UIPTF QSPCBCJMJUJFT BDSPTT UJNF QFSJPET BOE
EJWJEF UP PCUBJO UIF FTUJNBUFT 4̂8J
Ɖƌ &ŀŁĶĺĮŁĶĻĴ ŁĵĲ ĲĳĳĲİŁ ļĳ ĴļĶĻĴ ĻĲĴĮŁĶŃĲ
1VOEJUT BOE UIFPSJTUT PęFO CFNPBO UIF HSPXUI JO OFHBUJWF DBNQBJHO BEWFSUJTJOH JO SFDFOU EFDBEFT
-FTT PęFO EP UIFZ EJTDVTT JUT FČFDUJWFOFTT "O JNQMJDJU BTTVNQUJPO JO UIF BJS PG QPMJUJDBM EJTDPVSTF JT i0G
DPVSTF JU XPSLT QPMJUJDJBOT EP JUw ćF QSPTQFDU PG EJSUZJOH UIF XBUFST XJUI TVDI DIFBQ BOE UBXESZ
UBDUJDT JT CBE FOPVHI CFJOH VTFMFTT XPVME POMZ BEE JOTVMU UP JOKVSZ " DPOUJOHFOU PG QPMJUJDBM TDJFOUJTUT
IBWF JOWFTUJHBUFE KVTU IPX VTFGVM OFHBUJWJUZ JT GPS DBOEJEBUFT XJUIPVU SFBDIJOH B DPOTFOTVT *O B
DPNQSFIFOTJWF SFWJFX -BV 4JHFMNBO BOE 3PWOFS 	ƊƈƈƏ
 EFTDSJCF UIF TUBUF PG UIF MJUFSBUVSF i"MM UPME
UIF SFTFBSDI MJUFSBUVSF EPFT OPU CFBS PVU UIF JEFB UIBU OFHBUJWF DBNQBJHOJOH JT BO FČFDUJWF NFBOT PG
XJOOJOH WPUFTw
ćF VTVBM BQQSPBDI UP FTUJNBUJOH UIF FČFDUJWFOFTT PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH 	TFF -BV BOE 1PNQFS
	ƊƈƈƊ Ɗƈƈƌ
 GPS FYBNQMFT
 JT UP SFHSFTT FMFDUJPO PVUDPNFT PO B TVNNBSZ NFBTVSF PG UIF EFHSFF PG
OFHBUJWJUZ JO B DBNQBJHO BMPOH XJUI DPOUSPMT GPS WBSJPVT TUBUJD BUUSJCVUFT PG UIF SBDF " DSVDJBM QSPCMFN
GPS UIFTF JOWFTUJHBUJPOT JT UIBU DBNQBJHO UPOF JT B EZOBNJD QSPDFTT DIBOHJOH GSPN XFFL UP XFFL
'VSUIFSNPSF UIFSF BSF TUSPOH UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST 'PS JOTUBODF QPMM OVNCFST BČFDU UIF EFDJTJPO
UP HP OFHBUJWF CVU HPJOH OFHBUJWF BMTP BČFDUT QPMM OVNCFST ćVT QPMMJOH JT CPUI QSF BOE QPTUBDUJPO
B DMBTTJD UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFS "T TIPXO BCPWF JHOPSJOH UIF QPMMT BOE DPOEJUJPOJOH PO UIF QPMMT
XJMM CPUI SFTVMU JO CJBTFE FTUJNBUFT 8F DBO FTUJNBUF UIF FČFDU PG UJNFWBSZJOH BDUJPOT UIPVHI VTJOH
Ɗƈ
NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT BOE JOWFSTF QSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH
ćF HPBM PG UIJT BQQMJDBUJPO JT UP FTUJNBUF UIF FČFDU PG HPJOH OFHBUJWF GPS %FNPDSBUJD DBOEJEBUFT JO
TUBUFXJEF FMFDUJPOT * VTF EBUB PO DBNQBJHOT GPS 4FOBUF BOE (VCFSOBUPSJBM TFBUT JO UIF DZDMFT PG Ɗƈƈƈ
ƊƈƈƊ Ɗƈƈƌ BOE ƊƈƈƎ 'PS FBDI DBNQBJHO * DPEF UIF BEWFSUJTJOH UPOF VTJOH EBUB GSPN UIF 6OJWFSTJUZ PG
8JTDPOTJO "EWFSUJTJOH 1SPKFDU 	(PMETUFJO BOE 3JWMJO ƊƈƈƏ
 5P FOTVSF DPOTJTUFODZ BDSPTT ZFBST * VTF B
TJNQMF NFBTVSF PG OFHBUJWF PS DPOUSBTU BET EPFT UIF BE NFOUJPO UIF PQQPTJOH DBOEJEBUF ƬƯ * VTF UIJT
DPEJOH UP DPOTUSVDU B NFBTVSF PG XIFUIFS B DBOEJEBUF IBT iHPOF OFHBUJWFw JO B HJWFO XFFL PG UIF
DBNQBJHO CBTFE PO XIBU QFSDFOUBHF PG BET BSF OFHBUJWFƬư ćF 8JTD"ET EBUB BMTP QSPWJEF B QSPYZ GPS
XFFLMZ DBNQBJHO TQFOEJOH UIF UPUBM OVNCFS PG BET BJSFE JO B XFFL *O BEEJUJPO UP BEWFSUJTJOH EBUB *
BMTP DPMMFDUFE XFFLMZ QPMMJOH EBUB GSPN WBSJPVT TPVSDFTƬƱ BMPOH XJUI CBTFMJOF DPWBSJBUFT TVDI BT
QSFEJDUFE DPNQFUJUJWFOFTT PG UIF SBDF 	BT NFBTVSFE CZ UIF $POHSFTTJPOBM 2VBSUFSMZ TDPSF
 JODVNCFODZ
TUBUVT OVNCFS PG BET SVO CZ FBDI DBOEJEBUF JO UIFJS QSJNBSJFT UIF MFOHUI JO XFFLT PG UIF DBNQBJHO
NFBTVSFT PG DIBMMFOHFS RVBMJUZ BOE JODVNCFOU XFBLOFTT BOE UIF OVNCFS PG $POHSFTTJPOBM EJTUSJDUT JO
UIF TUBUF .VDI PG UIJT EBUB DPNFT GSPN -BV BOE 1PNQFS 	Ɗƈƈƌ
 XJUI BEEJUJPOBM EBUB DPMMFDUJPO *O UIJT
FYBNQMF CBTFMJOF JT UIF EBZ BęFS UIF ĕOBM QSJNBSZ
ƉƌƉ " ĺļıĲĹ ĳļĿ ĴļĶĻĴ ĻĲĴĮŁĶŃĲ
*O PSEFS UP FTUJNBUF UIF DBVTBM QBSBNFUFST GSPN BO ĺŀĺ XF NVTU DPOTUSVDU UIF XFJHIUT GSPN 4FDUJPO
ƉƋƋ *O PSEFS UP TBUJTGZ UIF BTTVNQUJPO PG TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ XF NVTU HBUIFS BT NBOZ DPWBSJBUFT BT
QPTTJCMF UIBU NJHIU JOĘVFODF UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JO B HJWFO XFFL BOE BSF DPSSFMBUFE XJUI UIF
FMFDUJPO PVUDPNF ćJT JT PG DPVSTF B EJďDVMU UBTL CVU XF DBO PęFO MFWFSBHF TVCTUBOUJWF LOPXMFEHF UP
HVJEF PVS NPEFMT ćF EZOBNJD SFBTPOT GPS B DBOEJEBUF UP HP OFHBUJWF NJHIU CF OVNFSPVT CVU JU JT
Ɖƌ ćF 8JTD"ET QSPKFDU GBJMFE UP DPMMFDU EBUB JO ƊƈƈƎ TP * BDRVJSFE BOE DPNQVUFSDPEFE UIF EBUB EJSFDUMZ GSPN $."( UIF
DPOTVMUBOU HSPVQ XIJDI QSPWJEFT UIF EBUB UP 8JTD"ET
Ɖƍ 'PS UIF BOBMZTJT CFMPX * VTFE B DVUPČ PG ƉƈŰ ćF SFTVMUT BQQFBS VOBČFDUFE CZ UIJT DIPJDF BT XFFLT UFOE UP CF EPNJOBUFE
CZ POMZ B GFX BET *G UIFSF JT POF BE UIBU JT OFHBUJWF JU QVTIFT UIF QFSDFOU OFHBUJWJUZ RVJUF IJHI
ƉƎ 1PMMJOH EBUB DPNFT GSPN UIF )PUMJOF EBJMZ QPMJUJDBM CSJFĕOH GPS Ɗƈƈƈ BOE ƊƈƈƊ BOE GSPN http://www.pollster.com GPS
Ɗƈƈƌ BOE ƊƈƈƎ
ƊƉ
MJLFMZ UIBU UIF TUBUF PG UIF SBDF BT TVNNBSJ[FE CZ UIF QPMMT JO B HJWFO XFFL BSF BU XPSTU B QSPYZ GPS UIFTF
GBDUPST BOE BU CFTU UIF NPTU JNQPSUBOU GBDUPS *OEFFE XF NJHIU UIJOL UIBU UIF DBOEJEBUFT EPJOH UIF
XPSTU JO UIF QPMMT BSF UIF NPTU MJLFMZ UP HP OFHBUJWF ćJT JT XIZ JU JT DSVDJBM UP JODMVEF CPUI
QSFDBNQBJHO NFBTVSFT PG DPNQFUJUJWFOFTT BOE EZOBNJD NFBTVSFT PG DBNQBJHO QFSGPSNBODF JO UIF
GPSN PG QPMMJOH EBUB 8JUIPVU UIJT EBUB JU XPVME CF JNQPTTJCMF UP EJČFSFOUJBUF CFUXFFO UIF FČFDU PG
OFHBUJWF BEWFSUJTJOH PO UIF POF IBOE BOE OFHBUJWF BEWFSUJTJOH TJNQMZ JOEJDBUJOH XFBL DBOEJEBUFT PO
UIF PUIFS 1SFWJPVT MJUFSBUVSF PO UIF FČFDUJWFOFTT PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH IBT OPU IBE BDDFTT UP UIF LJOE
PG QPMMJOH EBUB BWBJMBCMF JO NPSF SFDFOU FMFDUJPOT IBNQFSJOH UIFJS BCJMJUZ UP BEESFTT UIFTF EZOBNJD
TFMFDUJPO JTTVFT
5P BEESFTT UIFTF DPODFSOT * JODMVEF UIF GPMMPXJOH UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT JO UIF XFJHIUJOH NPEFM
UIF %FNPDSBUJD TIBSF PG UIF QPMMT JO UIF MBTU XFFL UIF TIBSF PG VOEFDJEFE WPUFST JO UIF MBTU XFFL QBTU
OFHBUJWJUZ PG CPUI %FNPDSBUT BOE 3FQVCMJDBOT UIF BNPVOU PG BEWFSUJTJOH CZ CPUI DBOEJEBUFT JO UIF MBTU
XFFL BOE UIF XFFL PG UIF DBNQBJHO *U NBZ CF UIF DBTF UIBU UIFTF WBSJBCMFT EP OPU FODPNQBTT PS QSPYZ
BMM PG UIF GBDUPST UIBU JOĘVFODF DBOEJEBUFT XIJDI JT XIZ JU JT DSVDJBM UP BTTFTT BOZ JOGFSFODFT VTJOH
TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT BT * EP JO 4FDUJPO ƉƍƉ 8JUI UIFTF DPWBSJBUFT * SBO UXP TFQBSBUF QPPMFEMPHJTUJD
NPEFMT GPS UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF B TFQBSBUF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS NPEFMƬƲ
ćFTF NPEFMT MBSHFMZ ĕU XJUI UIF JOUVJUJPO BOE UIFPSZ PG DBNQBJHOT XJUI IJHIBEWFSUJTJOH BOE
BMSFBEZOFHBUJWF SBDFT CFJOH NPSF MJLFMZ UP CF OFHBUJWF 'JHVSF ƉƋ TIPXT UIBU UIFSF JT B TUSPOH
SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO QPMMJOH BOE UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF OPOJODVNCFOU %FNPDSBUT JO TBGF TFBUT
SBSFMZ HP OFHBUJWF CVU UIPTF XIP BSF USBJMJOH PęFO EP 5P DPOTUSVDU UIF XFJHIUT * DPNCJOF QSFEJDUFE
QSPCBCJMJUJFT GSPN UIFTF NPEFMT BDDPSEJOH UP 	ƉƉƊ
ƬƳ %VF UP FNQJSJDBM WJPMBUJPOT PG QPTJUJWJUZ *
SFTUSJDUFE UIF BOBMZTJT UP DPNNPO TVQQPSU PO CBTFMJOF DPWBSJBUFT XIJDI NPTUMZ JOWPMWFE SFNPWJOH
ƉƏ *O PSEFS UP TUBCJMJ[F UIF XFJHIUT GVSUIFS * JODMVEF BMM CBTFMJOF DPWBSJBUFT JO CPUI UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS NPEFMT
ćJT NFBOT UIBU ĶĽŁń XJMM POMZ CBMBODF UIF UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT MFBWJOH BOZ SFNBJOJOH CBTFMJOF JNCBMBODF 4JODF UIJT
JNCBMBODF JT UJNFDPOTUBOU XF DBO SFNPWF JU UISPVHI USBEJUJPOBM NPEFMJOH BQQSPBDIFT BOE UIVT * JODMVEF UIPTF DPWBSJBUFT JO
UIF PVUDPNF NPEFM CFMPX
ƉƐ ćFXFJHIUNPEFMT BSF QPPMFE MPHJTUJD HFOFSBMJ[FE BEEJUJWFNPEFMT 	(".T
 XIJDI JT XIBU BMMPXT GPS UIF ĘFYJCMF NPEFMJOH




























'JHVSF ƉƋćF NBSHJOBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO MBHHFE QPMMJOH OVNCFST BOE HPJOH OFHBUJWF GPS %FNPDSBUJD OPO
JODVNCFOU DBOEJEBUFT "MM PUIFS WBSJBCMFT GSPN UIF NPEFM IFME BU UIFJS NFBO PS NFEJBO EFQFOEJOH PO UIF UZQF
PG WBSJBCMF ćF TIBEFE SFHJPO JT B ƑƍŰ DPOĕEFODF CBOET *OUVJUJWFMZ USBJMJOH %FNPDSBUT BSF NPSF MJLFMZ UP HP
OFHBUJWF UIBO MFBEJOH %FNPDSBUT
ƉƌƊ 5ĵĲ ŁĶĺĲŃĮĿņĶĻĴ ĲĳĳĲİŁŀ ļĳ ĻĲĴĮŁĶŃĶŁņ
ćF FČFDU PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JT VOMJLFMZ UP CF DPOTUBOU BDSPTT UJNF "ET DMPTFS UP FMFDUJPO EBZ
TIPVME IBWF B TUSPOHFS JNQBDU UIBO UIPTF FBSMJFS JO UIF DBNQBJHO BOE NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT BMMPX
VT UP FTUJNBUF UIFTF UJNFWBSZJOH FČFDUT * CSFBL VQ UIF FČFDU JOUP B BO FBSMZ DBNQBJHO FČFDU 	UIF
QSJNBSZ UISPVHI 4FQUFNCFS
 BOE B MBUF DBNQBJHO FČFDU 	0DUPCFS BOE /PWFNCFS
 7PUF TIBSFT BSF
ƉƑ /PUF UIBU XFFLT JO XIJDI B DBOEJEBUF SVOT OP BET JT XFFL XIFSF B DBOEJEBUF DBOOPU HP OFHBUJWF ćFTF XFFLT SFDFJWF B
TUBCJMJ[FE XFJHIU PG POF NFBOJOH UIFZ EP OPU DPOUSJCVUF UP UIF XFJHIU PG UIFJS PWFSBMM DBNQBJHO " NPSF UIPSPVHI BOBMZTJT
XPVME USFBU UIF OVNCFS PG BET BOE UIF UPOF PG UIPTF BET B KPJOU USFBUNFOU
ƊƋ
&TUJNBUPS %FNPDSBUJD *ODVNCFOU %FNPDSBUJD /POJODVNCFOU
/BÕWF ƈƑƎ 	ƉƎƐ ƈƋƋ
 ƈƌƑ 	ƈƉƐ ƉƊƈ

$POUSPM ƈƍƌ 	ƉƊƐ ƈƉƉ
 ƈƎƋ 	ƈƈƊ ƉƊƎ

ĶĽŁń ƈƏƈ 	ƉƌƏ ƈƈƉ
 ƈƏƍ 	ƈƊƉ ƉƊƏ

5BCMF ƉƉ &TUJNBUFE FČFDUT PG BO BEEJUJPOBM XFFL PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JO UIF MBTU ĕWF XFFLT PG UIF DBNQBJHO
PO UIF %FNPDSBUJD QFSDFOU PG UIF UXPQBSUZ WPUF #PPUTUSBQQFE ƑƍŰ DPOĕEFODF JOUFSWBMT BSF JO QBSFOUIFTFT
XJUI UIPTF DSPTTJOH [FSP TFU JO HSBZ *OWFSTF QSPCBCJMJUZ XFJHIUJOH FTUJNBUFT B TUSPOH QPTJUJWF FČFDU GPS OPO
JODVNCFOUT BOE B TUSPOH OFHBUJWF FČFDU GPS JODVNCFOUT /PUF UIBU UIF DPNQFUJOH NPEFMT GBJM UP CPVOE UIF
ĶĽŁńFTUJNBUFE FČFDU
DPOUJOVPVT TP B MJOFBS ĺŀĺ JT BQQSPQSJBUF GPS UIF QPUFOUJBM PVUDPNFT








+ ќŠ"J5−Ţ + ќš;J "J5−Ţ + ќŢ9J, 	ƉƉƋ

XIFSF ;J JT BO JOEJDBUPS GPS CFJOH B %FNPDSBU JODVNCFOU 9J JT B WFDUPS PG CBTFMJOF DPWBSJBUFT BOE 5 JT
UIF XFFL PG UIF FMFDUJPO ćF TVNNBUJPO UFSNT DBMDVMBUF IPX NBOZ PG UIF MBTU ĕWF XFFLT PG UIF
DBNQBJHO UIF %FNPDSBU XFOU OFHBUJWF ćJT DPWFST 0DUPCFS BOE FBSMZ /PWFNCFS XIJDI JT UIF
IPNFTUSFUDI PG UIF DBNQBJHO ćF NPEFM TFQBSBUFMZ FTUJNBUFT UIF EJSFDU FČFDU PG FBSMJFS OFHBUJWJUZ BOE
BMMPXT GPS JODVNCFOU TUBUVT UP NPEJGZ CPUI FBSMZ BOE MBUF FČFDUT 'PMMPXJOH UIF ĶĽŁń BQQSPBDI * XFJHIU
FBDI DBNQBJHO VTJOH XFJHIUT DPOTUSVDUFE GSPN UIF BCPWF iHPJOH OFHBUJWFw NPEFM
*U JT JOTUSVDUJWF UP DPNQBSF FTUJNBUFT GSPN UIJT NPEFM XJUI UXP DPNQFUJOH BQQSPBDIFT 'JSTU UIF
OBÕWF FTUJNBUPS TJNQMZ JHOPSFT BMM UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT BOE ĕUT 	ƉƉƋ
 UP UIF PCTFSWFE EBUB XJUIPVU
XFJHIUT 4FDPOE UIF DPOUSPM FTUJNBUPS BUUFNQUT UP DPOUSPM GPS UIF DPWBSJBUFT CZ JODMVEJOH UIFN BT
BEEJUJPOBM SFHSFTTPST JO 	ƉƉƋ
ƭƫ ćFTF SFQSFTFOU UIF UXP TJOHMFTIPU NFUIPET VTFE CZ BQQMJFE
SFTFBSDIFST UIF OBÕWF FTUJNBUPS UP HVBSE BHBJOTU QPTUUSFBUNFOU CJBT BOE UIF DPOUSPM FTUJNBUPS UP HVBSE
BHBJOTU PNJUUFE WBSJBCMF CJBT
5BCMF ƉƉ TIPXT UIF FTUJNBUFE FČFDUT PG MBUF DBNQBJHO OFHBUJWJUZ GSPN BMM UISFF NPEFMT CSPLFO PVU CZ
Ɗƈ 1PMMT BSF JODMVEFE BT UIFNFBO%FNPDSBU QPMM QFSDFOUBHF UPUBM OVNCFS PG BET BT UIF BWFSBHF BET QFS XFFL BOE 3FQVCMJDBO
OFHBUJWJUZ BT UIF PWFSBMM EVSBUJPO PG 3FQVCMJDBO OFHBUJWJUZ
Ɗƌ
JODVNCFOU TUBUVTƭƬ ćF ĺŀĺ ĕOET UIBU %FNPDSBUJD JODVNCFOUT BSF IVSU CZ HPJOH OFHBUJWF XIJMF
OPOJODVNCFOUT BSF IFMQFE /POJODVNCFOUT TFF B ƈƏƊ QFSDFOUBHF QPJOU JODSFBTF JO UIF %FNPDSBUJD
QFSDFOU PG UIF UXPQBSUZ WPUF GPS FWFSZ BEEJUJPOBM XFFL PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH JO UIF MBTU ĕWF XFFLT
*ODVNCFOUT PO UIF PUIFS IBOE ESPQ ƈƏƈ QFSDFOUBHF QPJOUT GPS UIF TBNF DIBOHF "T 'JHVSF Ɖƌ TIPXT
UIFSF JT OP FWJEFODF PG B EJSFDU FČFDU PG FBSMJFS OFHBUJWJUZ PO UIF ĕOBM WPUF JO FJUIFS HSPVQ /PUF UIBU
UIFTF SFTVMUT DPOUSPM GPS QPMMT UBLFO BU UIF CFHJOOJOH PG UIF DBNQBJHO *U JT TVSQSJTJOH UIFO UP TFF FČFDUT
UIBU BSF FWFO UIJT MBSHF TJODF UIFTF CBTFMJOF QPMMT BSF IJHIMZ QSFEJDUJWF PG UIF PVUDPNF JO 4FOBUF BOE
(VCFSOBUPSJBM FMFDUJPOT
 &ČFDU PG B XFFL PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH PO %FNPDSBUJD WPUFTIBSF







'JHVSF Ɖƌ *OWFSTFQSPCBCJMJUZ PG USFBUNFOU XFJHIUJOH FTUJNBUFT PG UIF UJNFWBSZJOH FČFDUT PG OFHBUJWF DBN
QBJHOJOH XJUI CPPUTUSBQQFE ƑƍŰ DPOĕEFODF JOUFSWBMT /FHBUJWF BET BSF NPSF QPUFOU MBUFS JO UIF DBNQBJHO 	0D
UPCFS BOE /PWFNCFS
 UIBO FBSMJFS JO UIF DBNQBJHO CVU UIF EJSFDUJPO PG UIF FČFDU JT OFHBUJWF GPS JODVNCFOUT BOE
QPTJUJWF GPS OPOJODVNCFOUT
ƊƉ &TUJNBUFT IFSF BSF QSPEVDFE VTJOH UIF svyglm GVODUJPO JO UIF survey QBDLBHF WFSTJPO ƋƊƊƌ 	-VNMFZ ƊƈƉƈ
 4UBOEBSE
FSSPST BOE DPOĕEFODF JOUFSWBMT DPNF GSPN CPPUTUSBQQJOH UIJT NPEFM
Ɗƍ
8IFO XF DPNQBSF UIF UISFF FTUJNBUPST XF ĕOE UIBU VTJOH B EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF BQQSPBDI MFBET
UP TVCTUBOUJWFMZ EJČFSFOU DPODMVTJPOT BCPVU OFHBUJWF BEWFSUJTJOH 'PS OPOJODVNCFOUT GPS JOTUBODF UIF
UXP TJOHMFTIPU NFUIPET SFDPWFS XIBU UIF QSFWJPVTMZ MJUFSBUVSF IBT GPVOE OP TJHOJĕDBOU FČFDU PG
OFHBUJWJUZ 	-BV BOE 1PNQFS Ɗƈƈƌ -BV 4JHFMNBO BOE 3PWOFS ƊƈƈƏ
 8JUI UIF ĺŀĺ IPXFWFS XF ĕOE
UIBU OFHBUJWJUZ EPFT IBWF B MBSHF TUBUJTUJDBMMZ TJHOJĕDBOU BOE QPTJUJWF FČFDU *OUFSFTUJOHMZ UIF
ĺŀĺFTUJNBUFE FČFDU JT XFMM PVUTJEF PG UIF CPVOET TFU CZ UIF OBÕWF BOE DPOUSPM FTUJNBUPST 'PS UIFTF
OPOJODVNCFOUT UIF ĶĽŁń FTUJNBUF JT PWFS ƉƐŰ MBSHFS JO NBHOJUVEF UIBO FJUIFS PG UIF PUIFS NFUIPET
ćVT iUSZJOH JU CPUI XBZTw XPVME CF BO VOTVDDFTTGVM TUSBUFHZ JO UIJT DBTF 'PS JODVNCFOUT XF ĕOE
BEEJUJPOBM EJWFSHFODF GSPN UIF MJUFSBUVSF 4JNJMBS UP UIF FČFDUT PG OFHBUJWJUZ GPS JODVNCFOUT FTUJNBUFE
CZ 	-BV BOE 1PNQFS Ɗƈƈƌ
 UIF OBÕWF FTUJNBUPS ĕOET B MBSHF BOE IBSNGVM FČFDU PG OFHBUJWJUZ GPS
JODVNCFOUT #VU UIJT JT MJLFMZ ESJWFO CZ NJEDBNQBJHO DPOGPVOEJOH BOE PODF * BDDPVOU GPS UIJT VTJOH B
ĺŀĺ * ĕOE OP TJHOJĕDBOU FČFDU PG OFHBUJWJUZ GPS JODVNCFOUT 0WFSBMM B EZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF
BQQSPBDI MFBET UP EJČFSFOU DPODMVTJPOT BCPVU UIF FČFDUJWFOFTT PG OFHBUJWF BEWFSUJTJOH GPS 64 TUBUFXJEF
FMFDUJPO UIBO UIF QSFWJPVT MJUFSBUVSF IBE GPVOE
Ɖƍ "ŀŀĲŀŀĶĻĴ ĺļıĲĹ ĮŀŀłĺĽŁĶļĻŀ
8JUI TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF NFUIPET TVDI BT NBUDIJOH CBMBODF DIFDLT BSF DSVDJBM EJBHOPTUJDT 	)P
FU BM ƊƈƈƎ
 ćFTF DIFDLT FOTVSF UIBU UIF USFBUFE BOE DPOUSPM HSPVQT BSF TJNJMBS PO UIFJS CBDLHSPVOE
DPWBSJBUFT 6TVBMMZ UIJT UBLFT UIF GPSN PG TJNQMF DPNQBSJTPOT PG DPWBSJBUF NFBOT JO UIF USFBUFE BOE
DPOUSPM HSPVQ UIPVHI NPSF TPQIJTUJDBUFE UFDIOJRVFT FYJTU 6OGPSUVOBUFMZ UIJT TJNQMF BQQSPBDI JT
JMMTVJUFE UP UIF EZOBNJD TFUUJOH TJODF JU JT VODMFBS XIBU HSPVQT UP DPNQBSF "U B HJWFO XFFL PG UIF
DBNQBJHO OFHBUJWF BOE QPTJUJWF DBNQBJHOT NJHIU EJČFS PO B UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFS CVU UIFTF
EJČFSFODFT NJHIU CF EVF UP QBTU OFHBUJWJUZ
6OEFS UIF BCPWF BTTVNQUJPOT PG UIF ĶĽŁń FTUJNBUPS UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JT VODPOGPVOEFE JO
UIF XFJHIUFE EBUB DPOEJUJPOBM PO QBTU OFHBUJWJUZ 8F TIPVME FYQFDU UIFO UIBU UIF PCTFSWFE BDUJPOT XJMM
ƊƎ
CF JOEFQFOEFOU PG UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT PODF XF XFJHIU CZ 48J ćJT JOEFQFOEFODF JT IPXFWFS
DPOEJUJPOBM PO B VOJUT BDUJPO IJTUPSZ 'PS JOTUBODF TVQQPTF XF IBE UXP DBNQBJHOT UIBU IBE SFNBJOFE
QPTJUJWF VOUJM XFFL U ćFO UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JO XFFL U+ ŝ GPS UIFTF UXP DBNQBJHOT TIPVME OPU
EFQFOE PO UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT TVDI BT QPMMJOH JO UIF XFJHIUFE EBUB 8F DBO BTTFTT CBMBODF JO UIF
XFJHIUFE EBUB UIFO CZ DIFDLJOH GPS BTTPDJBUJPOT CFUXFFO UIF BDUJPO EFDJTJPO BOE UIF UJNFWBSZJOH
DPWBSJBUFT UIBU BČFDU UIBU EFDJTJPO DPOEJUJPOBM PO UIF BDUJPO IJTUPSZ *G BęFS SFXFJHIUJOH UIF EBUB BOE
DPOEJUJPOJOH PO QBTU OFHBUJWJUZ UIF EFDJTJPO UP HP OFHBUJWF JT TUJMM QSFEJDUJWF PG QBTU QPMMJOH UIFO UIFSF
JT MJLFMZ SFTJEVBM DPOGPVOEJOH PG UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF PVUDPNF BOE OFHBUJWJUZ
'JHVSF Ɖƍ TIPXT IPX UIF XFJHIUT SFEVDF UIJT IJTUPSZBEKVTUFE JNCBMBODF JO UIF DBNQBJHO BEWFSUJTJOH
FYBNQMF *U TIPXT UIF DIBOHF JO UIF TUBOEBSEJ[FE IJTUPSZBEKVTUFE JNCBMBODF GSPN UIF VOXFJHIUFE UP
UIF XFJHIUFE EBUBƭƭ *O UIF VOXFJHIUFE EBUB GPS JOTUBODF %FNPDSBUT XFSF NVDI NPSF MJLFMZ UP HP
OFHBUJWF BęFS BO BUUBDL CZ 3FQVCMJDBOT 	3 /FHU−ŝ
 0ODF XF BQQMZ UIF XFJHIUT IPXFWFS UIF EJČFSFODFT
NPWF NVDI DMPTFS UP [FSP CFDBVTF ĶĽŁń HJWFT SFMBUJWFMZ NPSF XFJHIU UP SBDFT UIBU XFOU OFHBUJWF XJUIPVU
3FQVCMJDBO OFHBUJWJUZ JO UIF MBTU XFFL
0OF TUBSL PCTFSWBUJPO GSPN UIF EJBHOPTUJD QMPU JT UIBU DPOGPVOEJOH FYJTUT GPS JODVNCFOUT FWFO BęFS
XFJHIUJOH GPS UIF UJNFWBSZJOH DPOGPVOEFST ćJT NBLFT TFOTF GPS UXP SFBTPOT 'JSTU EBUB RVBMJUZ JTTVFT
QMBHVF JODVNCFOUT TJODF UIFJS TBGFS SBDFT BUUSBDU MFTT QPMMJOH 4FDPOE JODVNCFOUT IBWF TUSPOHFS
QPTJUJWJUZ QSPCMFNT XJUI FYUSFNFMZ TBGF TFBUT SBSFMZ HPJOH OFHBUJWF 'VSUIFSNPSF JODVNCFOU
DBNQBJHOXFFLT XJUI IJHI UPUBM BE WPMVNFT BMNPTU BMXBZT GFBUVSF OFHBUJWJUZ ćFTF JTTVFT QSFWFOU UIF
XFJHIUT GSPN GVMMZ FMJNJOBUJOH UIF DPOGPVOEJOH JO UIF EBUB BOE TIPVME HJWF VT QBVTF XIFO JOUFSQSFUJOH
UIF FTUJNBUFT GPS JODVNCFOUT
$PMF BOE )FSOÈO 	ƊƈƈƐ
 QSPQPTF B TFSJFT PG NPEFMT DIFDLT CBTFE PO UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF XFJHIUT
48J ćFZ OPUF UIBU UIF DPOGPVOEJOH PG UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT JT XIBU QVTIFT XFJHIUT BXBZ GSPN Ɖ "
ƊƊ ćFTF EJČFSFODFT DPNF GSPN B VOXFJHIUFE BOE XFJHIUFE QPPMFE SFHSFTTJPO PG UIF UJNFWBSZJOH DPWBSJBUF BU U PO 	B
 UIF
CBTFMJOF DPWBSJBUFT 	C
 %FNPDSBUJD OFHBUJWJUZ CFGPSF XFFL U BOE 	D
 %FNPDSBUJD OFHBUJWJUZ JO XFFL U ćF DPFďDJFOU PO 	D





















































'JHVSF ƉƍćF DIBOHF JO IJTUPSZBEKVTUFE CBMBODF CFUXFFO UIF XFJHIUFE BOE VOXFJHIUFE EBUB BT NFBTVSFE CZ
TUBOEBSEJ[FE EJČFSFODFT CFUXFFO UIPTF DBNQBJHOXFFLT UIBU XFOU OFHBUJWF WFSTVT UIPTF UIBU SFNBJOFE QPTJUJWF
DPOEJUJPOBM PO CBTFMJOF DPWBSJBUFT /PUF UIBU UIF EJČFSFODFT BSF BMM UPME DMPTFS UP [FSP JO UIF XFJHIUFE NPEFM i3
/FHw JT XIFUIFS UIF 3FQVCMJDBO XFOU OFHBUJWF i"ETw BSF UIF OVNCFS PG BET SVO CZ UIF DBOEJEBUFT i3 /FH 5PUBMw
JT UIF UPUBM OVNCFS PG 3FQVCMJDBO OFHBUJWF XFFLT JO UIF DBNQBJHO BOE i1PMMTw JT UIF BWFSBHFE QPMMJOH OVNCFST
GPS %FNPDSBUT
NFBO XFJHIU GBS CFMPX Ɖ JOEJDBUFT UIBU UIFSF BSF SFMBUJWFMZ GFX TVSQSJTF BDUJPOTUIPTF UIBU BSF VOMJLFMZ
HJWFO UIF DPWBSJBUF IJTUPSZ ćJT MBDL PG iTVSQSJTFTw JOEJDBUFT UIBU UIF QSPCBCJMJUZ PG HPJOH OFHBUJWF JT
DMPTF UP ƈ BOE Ɖ JO TPNF QBSUT PG UIF DPWBSJBUF TQBDF XIJDI JT B WJPMBUJPO PG QPTJUJWJUZ *O TPNF TFOTF
UIFSF BSF WFSZ GFX DPNQBSBCMF DBTFT GPS UIFTF VOJUT XJUI IJHI XFJHIUT *O UIF NBUDIJOH MJUFSBUVSF UIJT JT
DBMMFE B MBDL PG DPNNPO TVQQPSU " HPPE DIFDL GPS UIFTF JTTVFT JO UIF XFJHIU NPEFM JT UP DIFDL UIF
EJTUSJCVUJPO PG TUBCJMJ[FE XFJHIUT QFSJPE UP FOTVSF UIBU 	B
 UIF NFBOT BU FBDI QPJOU JO UJNF BSF DMPTF UP Ɖ
BOE 	C
 UIF NJOJNVN BOE NBYJNVN WBMVFT BSF SFBTPOBCMZ DMPTF UP Ɖ ćF ĕOBM EJTUSJCVUJPOT PG UIF
XFJHIUT CZ XFFL BSF JO 'JHVSF ƉƎ ćFJS NFBOT BSF BMM WFSZ DMPTF UP POF BOE UIF VQQFS CPVOET BSF GBJSMZ
MPX JOEJDBUJOH XFMMCFIBWFE XFJHIUT
ƊƐ


















'JHVSF ƉƎ 4UBCJMJ[FE XFJHIUT PWFS UIF DPVSTF PG UIF DBNQBJHOT ćF CMBDL MJOFT BSF UIF XFFLMZ NFBOT UIF HSBZ
SFDUBOHMFT BSF UIF XFFLMZ JOUFSRVBSUJMF SBOHFT BOE UIF UIJO HSBZ MJOFT EFOPUF UIF SBOHF PG UIF XFJHIUT /PUF UIBU
DBNQBJHOT CFHJO BU WBSJPVT UJNFT TP UIBU UIFSF BSF WFSZ GFX DBNQBJHOT BU Ƌƈ XFFLT PVU CVU WFSZ NBOZ BU ƍ XFFLT
PVU ćFTF XFJHIUT BQQFBS XFMMCFIBWFE BT UIFJS NFBOT BSF DMPTF UP Ɖ
ƉƍƉ 4ĲĻŀĶŁĶŃĶŁņ "ĻĮĹņŀĲŀ
$BVTBM FTUJNBUFT GSPN BO ĺŀĺ IBWF FYDFMMFOU QSPQFSUJFT XIFO UIF BTTVNQUJPOT PG QPTJUJWJUZ BOE
TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ IPME 0G UIFTF TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ JT UIF USJDLJFTU BT JU SFRVJSFT UIBU
DPOEJUJPOBM PO UIF DPWBSJBUF BOE BDUJPO IJTUPSJFT UIF BDUJPO EFDJTJPO JT VOSFMBUFE UP UIF QPUFOUJBM
PVUDPNF "OZ SFTJEVBM EJČFSFODFT JO QPUFOUJBM PVUDPNFT CFUXFFO USFBUFE BOE DPOUSPM HSPVQT XF DBMM
VONFBTVSFE DPOGPVOEJOH PS PNJUUFE WBSJBCMF CJBT 6OMFTT XF DPOEVDU BO FYQFSJNFOU BOE SBOEPNJ[F UIF
BDUJPO UIJT BTTVNQUJPO NVTU CF KVTUJĕFE UISPVHI TVCTUBOUJWF LOPXMFEHF 4JODF JU JT JNQPTTJCMF UP UFTU
UIJT BTTVNQUJPO JU JT WJUBM UP JODMVEF BT NVDI JOGPSNBUJPO BT QPTTJCMF BOE UP DPOEVDU B TFOTJUJWJUZ
BOBMZTJT PG BOZ FTUJNBUFE SFTVMUT
3PCJOT 	ƉƑƑƑ
 QSPQPTFT B NFUIPE UP JOWFTUJHBUF UIF TFOTJUJWJUZ PG FTUJNBUFT UP UIF QSFTFODF PG
ƊƑ
VONFBTVSFE DPOGPVOEJOH 3PCJOT RVBOUJĕFT UIF BNPVOU PG DPOGPVOEJOH BT
R(YU, BU−ŝ, B∗U ) = &[:(B)|YU, BU−ŝ, BU]− &[:(B)|YU, BU−ŝ, B∗U ]. 	ƉƉƌ

ćJT GVODUJPO NFBTVSFT UIF EJČFSFODF JO QPUFOUJBM PVUDPNFT GPS TPNF HSPVQ UIBU TIBSFT BO BDUJPO BOE
DPWBSJBUF IJTUPSZ 'PS UXP DBNQBJHOT UIBU BSF PCTFSWBUJPOBM FRVJWBMFOU VQ UP XFFL U RNFBTVSFT UIF
TUSVDUVSBM BEWBOUBHFT PG UIPTF DBNQBJHOT UIBU HP OFHBUJWF JO XFFL U DPNQBSFE UP UIPTF UIBU SFNBJO
QPTJUJWF JO XFFL U 'PS JOTUBODF UIF DPOGPVOEJOH NBZ UBLF UIF GPSN
R(YU, BU−ŝ, B∗U ; ћ) = ћ[BU − B∗U ]. 	ƉƉƍ

ćJT JT B TJNQMF BOE TZNNFUSJD GPSN PG PNJUUFE WBSJBCMF CJBT 8IFO ћ FRVBMT [FSP UIFO UIFSF JT OP
EJČFSFODF CFUXFFO UIPTF DBNQBJHOT UIBU HP OFHBUJWF JO XFFL U BOE UIPTF UIBU TUBZ QPTJUJWF HJWFO
DBNQBJHO IJTUPSJFT *G ћ JT QPTJUJWF UIFO OFHBUJWF DBNQBJHOT BSF JOTUSJOTJDBMMZ CFUUFS UIBO UIPTF UIBU
SFNBJO QPTJUJWF ćBU JT XIFO ћ JT QPTJUJWF UIFO :(B) JT IJHIFS GPS BU = ŝ 	OFHBUJWF DBNQBJHOXFFLT

UIBO BU = Ŝ 	QPTJUJWF DBNQBJHOTXFFLT
 *G ћ JT OFHBUJWF UIFO UIPTF DBOEJEBUFT XIP BSF HPJOH OFHBUJWF
BSF XPSTF PČ /PUF UIBU UIFTF TFMFDUJPO CJBTFT BSF BMM DPOEJUJPOBM PO UIF PCTFSWFE DPWBSJBUF IJTUPSZ
ćF BCPWF ĶĽŁń FTUJNBUJPO QSPDFEVSF BTTVNFT UIBU ћ = Ŝ ZFU 3PCJOT 	ƉƑƑƑ
 TIPXT UIBU XF DBO
FTUJNBUF UIF QBSBNFUFST VOEFS BOZ BTTVNQUJPO BCPVU ћ ćVT CZ TFUUJOH ћ UP WBSJPVT MFWFMT XF DBO
FTUJNBUF UIF DBVTBM FČFDU VOEFS EJČFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU UIF EFHSFF PG PNJUUFE WBSJBCMF CJBT 5P EP






R(9U,"U−ŝ, L; ћ)︸ ︷︷ ︸
CJBT BU UIJT IJTUPSZ
· 1S("U = L|"U−ŝ,9U)︸ ︷︷ ︸
QSPCBCJMJUZ PG SFBDIJOH UIJT IJTUPSZ
, 	ƉƉƎ

XIFSF UIF ĕSTU UFSN JT TJNQMZ UIF PCTFSWFE PVUDPNF : BOE UIF TFDPOE UFSN JT UIF PWFSBMM PNJUUFE
WBSJBCMF CJBT CVJMU VQ GSPN UIF CJBT JO FBDI UJNF QFSJPE 8F DBO UIFO SFFTUJNBUF UIF QBSBNFUFST PG UIF
Ƌƈ
NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFM XJUI PVUDPNF :ћ JOTUFBE PG : UP HFU CJBTBEKVTUFE FTUJNBUFT BOE
CJBTBEKVTUFE DPOĕEFODF JOUFSWBMT /PUF UIBU XIFO ћ = Ŝ UIF CJBT GVODUJPO JT [FSP TP UIBU :Ŝ = : BOE
UIF VTVBM FTUJNBUJPO BMJHOT XJUI UIF BTTVNQUJPO PG TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ 0G DPVSTF UIF QSPCBCJMJUZ
UFSN JT VOLOPXO BOE NVTU CF FTUJNBUFE 'PSUVOBUFMZ XF IBWF BMSFBEZ FTUJNBUFE UIJT GVODUJPO BT QBSU PG
UIF FTUJNBUJPO PG UIF XFJHIUT 48J
'JHVSF ƉƏ TIPXT IPX UIF FTUJNBUFE FČFDU PG MBUFDBNQBJHO OFHBUJWJUZ WBSJFT BDSPTT EJČFSFOU
BTTVNQUJPOT BCPVU UIF PNJUUFE WBSJBCMF CJBT FODPEFE JO UIF QBSBNFUFS ћ XIJDI SVOT BMPOH UIF YBYJT
ćF NBHOJUVEF PG ћ EFTDSJCFT IPX NVDI TUSPOHFS PS XFBLFS UIF OFHBUJWF DBNQBJHOT BSF PO BWFSBHF JO
UFSNT PG UIFJS QPUFOUJBM PVUDPNFT ćJT ĕHVSF BMTP DIBSUT UIF DIBOHF JO UIF DPOĕEFODF JOUFSWBMT VOEFS
UIF WBSJPVT BTTVNQUJPOT BCPVU CJBT XJUI UIPTF UIBU DSPTT [FSP TIBEFE MJHIUFS

%FNPDSBU /POJODVNCFOUT









































'JHVSF ƉƏ 4FOTJUJWJUZ PG UIF SFTVMUT UP EFWJBUJPOT GSPN UIF TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ BTTVNQUJPO ćF QBSBNFUFS ћ
JOEFYFT BTTVNQUJPOT BCPVU DPOGPVOEJOH XIFSF OFHBUJWF WBMVFT JOEJDBUF UIBU UIF PCTFSWFE OFHBUJWF DBNQBJHOT
BSF JOIFSFOUMZ XFBLFS UIBO QSFEJDUFE CZ UIF PCTFSWFE WBSJBCMFT 1PTJUJWF WBMVFT BTTVNF UIBU UIPTF OFHBUJWF DBN
QBJHOT BSF TUSPOHFS UIBO QSFEJDUFE
8IFO OFHBUJWF DBNQBJHOT BSF FWFO ƈƍ QFSDFOUBHF QPJOUT TUSPOHFS UIBO QPTJUJWF DBNQBJHOT PO
ƋƉ
BWFSBHF PVS ƑƍŰ DPOĕEFODF JOUFSWBMT XPVME PWFSMBQ XJUI [FSP GPS OPOJODVNCFOUT ćJT NJHIU PDDVS JG
DBNQBJHOT XFSF BUUBDLJOH UIFJS PQQPOFOUT GPS 	VONFBTVSFE
 CFIBWJPS TVDI BT B TDBOEBM PS VOQPQVMBS
WPUF /PUF UIBU UIFTF JNCBMBODFT XPVME IBWF UP PDDVS XJUIJO MFWFMT PG UIF DPWBSJBUF IJTUPSZ BOE UIVT
FYJTU BęFS DPOEJUJPOJOH PO QPMMT *G UIF OFHBUJWF DBNQBJHOT BSF JOTUFBE XFBLFS QFSIBQT CFDBVTF
DBNQBJHOT HP OFHBUJWF XIFO UIFZ BSF JO USPVCMF UIFO SFTVMUT POMZ HSPX TUSPOHFS GPS OPOJODVNCFOUT
ćF SFTVMUT GPS JODVNCFOUT IJHIMJHIU UIF QPUFOUJBM WJPMBUJPOT PG JHOPSBCJMJUZ GPS UIBU HSPVQ ćF SFTVMUT
BSF GBJSMZ TFOTJUJWF UP UIF EFHSFF PG DPOGPVOEJOH CPUI JO UIF QPJOU FTUJNBUFT BOE UIF DPOĕEFODF
JOUFSWBMT /PUF UIPVHI UIBU UIJT DPOGPVOEJOH XPVME IBWF CF BCPWF BOE CFZPOE BOZ JOGPSNBUJPO
DPOUBJOFE JO QPMMT BOE QSFDBNQBJHO NFBTVSFT PG DPNQFUJUJWFOFTT
*U JT DMFBS UIBU UIFSF JT TPNF TFOTJUJWJUZ UP UIF TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ BTTVNQUJPO BOE XF DPVME
BUUFNQU UP HBUIFS NPSF EBUB 	RVBOUJUBUJWF BOE RVBMJUBUJWF
 UP KVTUJGZ XIJDI EJSFDUJPO UIJT DPOGPVOEJOH JT
MJLFMZ UP MFBO /PUBCMZ XF DPVME NFBTVSF B MBSHFS TFU PG EZOBNJD DBNQBJHO GFBUVSFT TVDI BT TDBOEBMT BOE
FOEPSTFNFOUT *U XPVME BMTP IFMQ UP ESBX PO FMFDUPSBM DZDMFT TVDI BT ƊƈƈƐ XIFO JODVNCFOUT GBDFE
TUSPOH DIBMMFOHFST UP PWFSDPNF UIF PWFSMBQ BOE JHOPSBCJMJUZ JTTVFT
ƉƎ $ļĻİĹłŀĶļĻ
1PMJUJDBM BDUJPOT EP OPU IBQQFO BMM BU PODF ćFSF BSF TFRVFODFT PG FWFOUT UIBU VOGPME PWFS UJNF "T XF
IBWF TFFO UIJT QPTFT TUSPOH QSPCMFNT GPS FYUBOU TJOHMFTIPU DBVTBM JOGFSFODF NFUIPET ćJT FTTBZ CSJOHT
UP CFBS B GSBNFXPSL UIBU FYQMJDJUMZ NPEFMT UIF EZOBNJD TFRVFODFT BOE CVJMET NFUIPET UP UFTU UIFJS
FČFDUT ćF PSJHJOBM BQQMJDBUJPO PG ĺŀĺT XBT UP FQJEFNJPMPHJDBM EBUB 3PCJOT 	ƉƑƑƏ
 EFWFMPQT B TFU PG
NFUIPET DBMMFE TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT XJUI BO BQQMJDBUJPO UP )*7 USFBUNFOU TUVEJFT *O UIBU DPOUFYU
UIF VOJUT BSF QBUJFOUT BOE EPDUPST DIBOHF UIF USFBUNFOU PWFS UJNF JG UIF QBUJFOU TUBUVT XPSTFOT ćF
BOBMPHZ UP QPMJUJDT JT TVHHFTUJWF DBNQBJHO NBOBHFST BOE DBOEJEBUFT BT EPDUPST XPSLJOH UP TBWF UIFJS
QBUJFOU UIF FMFDUJPO 0G DPVSTF DBOEJEBUFT GBDF IVNBO PQQPTFE UP WJSBM PQQPOFOUT ZFU UIJT DIBOHFT
POMZ UIF UZQFT PG WBSJBCMFT OFFEFE UP TBUJTGZ TFRVFOUJBM JHOPSBCJMJUZ
ƋƊ
ćF UIF TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFM PG 3PCJOT 	ƉƑƑƏ
 QSPWJEF BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI UP EZOBNJD DBVTBM
JOGFSFODF ćFTF UFDIOJRVFT DFOUFS PO NPEFMJOH UIF FČFDU PG HPJOH OFHBUJWF BU FWFSZ QPTTJCMF IJTUPSZ
XIJDI BMMPXT FČFDUT UIBU JOUFSBDU XJUI UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT ćF FTUJNBUJPO NFUIPET SFTFNCMF
CBDLXBSET JOEVDUJPO JO HBNF UIFPSZ 6OGPSUVOBUFMZ UIFTF TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT SFRVJSF NPEFMT GPS
FOUJSF TFU PG UJNFWBSZJOH DPWBSJBUFT BOE DPNQMJDBUFE DPNQVUBUJPO UP FTUJNBUF XIJMF SFTFBSDIFST DBO
FBTJMZ VTF PČUIFTIFMG TPęXBSF UP JNQMFNFOU BO ĺŀĺ
ćF GPDVT PG UIJT FTTBZ IBT CFFO UIF FČFDU PG BDUJPO TFRVFODFT ZFU JO NBOZ QPMJUJDBM TDJFODF
TJUVBUJPOT BDUPST GPMMPX EZOBNJD TUSBUFHJFTVQEBUJOH UIFJS BDUJPOT CBTFE PO DIBOHJOH DPOEJUJPOT *U JT
MJLFMZ UIBU UIF PQUJNBM BDUJPO JT BDUVBMMZ B TUSBUFHZ TJODF CFJOH BCMF UP SFTQPOE UP UIF DVSSFOU TUBUF PG
BČBJST JT NPSF FČFDUJWF UIBO GPMMPXJOH B QSFEFĕOFE TFRVFODF PG BDUJPOT )FSOÈO FU BM 	ƊƈƈƎ

EFNPOTUSBUFT UIBU NBSHJOBM TUSVDUVSBM NPEFMT BOE JOWFSTFQSPCBCJMJUZ XFJHIUJOH DBO FTUJNBUF UIF
FČFDUJWFOFTT PG TUSBUFHJFT XJUI B TJNQMF GPSN TVDI BT iHP OFHBUJWF XIFO QPMMT ESPQ CFMPX YŰw *O
BEEJUJPO TUSVDUVSBM OFTUFE NPEFMT DBO FTUJNBUF UIF FČFDU PG BSCJUSBSZ TUSBUFHJFT "T NJHIU CF FYQFDUFE
QSFDJTFMZ FTUJNBUJOH UIFTF FČFDUT SFRVJSFT MBSHFS TBNQMF TJ[FT UIBO UIF FČFDUT PG TJNQMF BDUJPO TFRVFODFT
" DSVDJBM QBUI GPS GVUVSF SFTFBSDI JT NPEFM EFWFMPQNFOU *O UIJT FTTBZ * VTFE B GBJSMZ TJNQMF NPEFM UP
FTUJNBUF EJČFSFOU FČFDUT GPS FBSMZ BOE MBUF JO UIF DBNQBJHO ćJT JT B DSVEF EJWJTJPO PG UIF EBUB BOE NPSF
ĕOFHSBJOFE NPEFMJOH NJHIU IFMQ UP TNPPUI FČFDUT PWFS UJNF *OEFFE XF XPVME FYQFDU UIBU UIF FČFDU
PG OFHBUJWJUZ JO XFFL ƍ TIPVME CF RVJUF TJNJMBS UP FČFDU PG OFHBUJWJUZ JO XFFL Ǝ #FUUFS ĺŀĺT TIPVME CF
BCMF UP IBOEMF UIJT UZQF PG TUSVDUVSF
%ZOBNJD DBVTBM JOGFSFODF JT B QSPCMFN GPS NPSF UIBO KVTU DBNQBJHOT &BDI TVCĕFME PG QPMJUJDBM
TDJFODF BOBMZ[FT BDUJPOT UIBU PDDVS PWFS UJNF BOE IBWF NVMUJQMF EFDJTJPO QPJOUT GPSFJHO BJE JOUFSFTU
SBUFT CVEHFU BMMPDBUJPOT TUBUF QPMJDJFT BOE FWFO EFNPDSBDZ *OEFFE NBOZ PG UIF BTTVNQUJPOT JO UIJT
FTTBZ 	PS WBSJBUJPOT UIFSFPG
 BSF JNQMJDJU JO UJNFTFSJFT DSPTTTFDUJPOBM Łŀİŀ NPEFMT XIFSF UIF
DPVOUFSGBDUVBM GSBNFXPSL JT SBSFMZ EJTDVTTFE JO FYQMJDJU UFSNT ćVT UIFSF JT B HSFBU PQQPSUVOJUZ GPS





.VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO 6OJGZJOH .FBTVSFNFOU
&SSPS  .JTTJOH %BUB
ƊƉ *ĻŁĿļıłİŁĶļĻ
4ļİĶĮĹ ŀİĶĲĻŁĶŀŁŀ ĿĲİļĴĻĶŇĲ ŁĵĲ ĽĿļįĹĲĺ ļĳ ĺĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ ĲĿĿļĿ JO UIF DPOUFYU PG EBUB
DPMMFDUJPO CVU TFFN UP JHOPSF JU XIFO DIPPTJOH TUBUJTUJDBM NFUIPET GPS UIF TVCTFRVFOU BOBMZTFT 4PNF
TFFN UP CFMJFWF UIBU BOBMZTFT PG WBSJBCMFT XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS XJMM TUJMM CF DPSSFDU PO BWFSBHF CVU
Ƌƍ
UIJT JT VOUSVF PUIFST BDU BT JG UIF BUUFOVBUJPO UIBU PDDVST JO TJNQMF UZQFT PG SBOEPN NFBTVSFNFOU FSSPS
XJUI B TJOHMF FYQMBOBUPSZ WBSJBCMF IPMET NPSF HFOFSBMMZ CVU UIJT UPP JT JODPSSFDU .PSF TPQIJTUJDBUFE
BQQMJDBUJPOTQFDJĕD NFUIPET GPS IBOEMJOH NFBTVSFNFOU FSSPS FYJTU CVU UIFZ BSF DPNQMJDBUFE UP
JNQMFNFOU SFRVJSF EJďDVMUUPTBUJTGZ BTTVNQUJPOT BOE PęFO MFBE UP IJHI MFWFMT PG NPEFM EFQFOEFODF
GFX TVDI NFUIPET BQQMZ XIFO FSSPS JT QSFTFOU JO NPSF UIBO POF WBSJBCMF PS BSF VTFE XJEFMZ JO
BQQMJDBUJPOT EFTQJUF BO BDUJWF NFUIPEPMPHJDBM MJUFSBUVSF 6OGPSUVOBUFMZ UIF DPSSFDUJPOT VTFE NPTU PęFO
BSF UIF FBTJFTU UP JNQMFNFOU CVU UZQJDBMMZ IBWF UIF TUSPOHFTU BTTVNQUJPOT XIJDI XF EJTDVTT CFMPX 	TFF
4UFGBOTLJ Ɗƈƈƈ BOE (VPMP 	ƊƈƈƐ
 GPS MJUFSBUVSF SFWJFXT
 "T XJUI NJTTJOH EBUB QSPCMFNT B EFDBEF BHP
NBOZ DVSSFOU FNQJSJDBM MJUFSBUVSFT DPVME CFOFĕU GSPN B DPNQSFIFOTJWF FBTZUPVTF BQQSPBDI
8F BEESFTT UIJT DIBMMFOHF CZ PČFSJOH B VOJĕFE BQQSPBDI UP DPSSFDUJOH GPS QSPCMFNT PG NFBTVSFNFOU
FSSPS BOE NJTTJOH EBUB JO B TJOHMF FBTZUPVTF QSPDFEVSF 8F EP UIJT CZ HFOFSBMJ[JOH UIF NVMUJQMF
JNQVUBUJPO 	ĺĶ
 GSBNFXPSL EFTJHOFE GPS NJTTJOH EBUB 	3VCJO ƉƑƐƏ ,JOH FU BM ƊƈƈƉ
 UP CSPBEMZ EFBM
XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS BT QBSUJBMMZ NJTTJOH JOGPSNBUJPO BOE USFBU DPNQMFUFMZ NJTTJOH DFMM WBMVFT BT BO
FYUSFNF GPSN PG NFBTVSFNFOU FSSPS ćF QSPQPTFE HFOFSBMJ[BUJPO XIJDI XF DBMMNVMUJQMF
PWFSJNQVUBUJPO 	ĺļ
 FOBCMFT SFTFBSDIFST UP USFBU DFMM WBMVFT BT FJUIFS PCTFSWFE XJUIPVU 	SBOEPN
 FSSPS
PCTFSWFE XJUI FSSPS PS NJTTJOH 8F BDDPNQMJTI UIJT CZ DPOTUSVDUJOH QSJPS EJTUSJCVUJPOT GPS JOEJWJEVBM
DFMMT 	PS FOUJSF WBSJBCMFT
 XJUI NFBOT FRVBM UP UIF PCTFSWFE WBMVFT JG BOZ BOE WBSJBODF GPS UIF UISFF EBUB
UZQFT TFU UP [FSP B 	DIPTFO PS FTUJNBUFE
 QPTJUJWF SFBM OVNCFS PS JOĕOJUZ SFTQFDUJWFMZ
-JLF ĺĶ UIF FBTZUPVTF ĺļ QSPDFEVSF JOWPMWFT UXP TUFQT 'JSTU BOBMZTUT VTF PVS TPęXBSF UP DSFBUF
NVMUJQMF 	VTVBMMZ BCPVU ĕWF
 EBUB TFUT CZ ESBXJOH UIFN GSPN UIFJS QPTUFSJPS QSFEJDUJWF EJTUSJCVUJPO
DPOEJUJPOBM PO BMM BWBJMBCMF PCTFSWBUJPOMFWFM JOGPSNBUJPO ćJT QSPDFEVSF MFBWFT UIF PCTFSWFE EBUB
DPOTUBOU BDSPTT UIF EBUB TFUT JNQVUFT UIF NJTTJOH WBMVFT GSPN UIFJS QSFEJDUJWF QPTUFSJPS BT VTVBM VOEFS
ĺĶ BOE PWFSJNQVUFT UIBU JT SFQMBDFT PS PWFSXSJUFT UIF WBMVFT PS WBSJBCMFT NFBTVSFE XJUI FSSPS XJUI
ESBXT GSPN UIFJS QSFEJDUJWF QPTUFSJPS 0VS CBTJD BQQSPBDI UP NFBTVSFNFOU FSSPS XIJDI JOWPMWFT
SFMBUJWFMZ NJOJNBM BTTVNQUJPOT BMMPXT GPS SBOEPN NFBTVSFNFOU FSSPS JO BOZ OVNCFS PS DPNCJOBUJPO
ƋƎ
PG WBSJBCMFT PS DFMM WBMVFT JO B EBUB TFU 8JUI TPNFXIBU NPSF TQFDJĕD BTTVNQUJPOT XF BMTP BMMPX GPS
NFBTVSFNFOU FSSPS UIBU JT IFUFSPTLFEBTUJD PS DPSSFMBUFE XJUI PUIFS WBSJBCMFT "T XF TIPX UIF UFDIOJRVF
JT SFMBUJWFMZ SPCVTU UP WJPMBUJPOT PG FJUIFS TFU PG BTTVNQUJPOT BOE FBTZ UP BQQMZ
"O FTQFDJBMMZ BUUSBDUJWF BEWBOUBHF PG ĺļ 	MJLF ĺĶ
 JT UIF TFDPOE TUFQ XIJDI FOBCMFT BOBMZTUT UP SVO
XIBUFWFS TUBUJTUJDBM QSPDFEVSF UIFZ XPVME IBWF SVO PO UIF DPNQMFUFE EBUB TFUT BT JG BMM UIF EBUB IBE
CFFO DPSSFDUMZ PCTFSWFE " TJNQMF QSPDFEVSF JT UIFO VTFE UP BWFSBHF UIF SFTVMUT GSPN UIF TFQBSBUF
BOBMZTFT ćF DPNCJOBUJPO PG UIF UXP TUFQT FOBCMFT TDIPMBST UP PWFSJNQVUF UIFJS EBUB TFU PODF BOE UP
UIFO TFU BTJEF UIF QSPCMFNT PG NJTTJOH EBUB BOE NFBTVSFNFOU FSSPS GPS BMM TVCTFRVFOU BOBMZTFT "T B
DPNQBOJPO UP UIJT FTTBZ XF IBWF NPEJĕFE B XJEFMZ VTFE ĺĶ TPęXBSF QBDLBHF UP BMTP QFSGPSN ĺļ
	)POBLFS ,JOH BOE #MBDLXFMM ƊƈƉƈ

4FDUJPO ƊƊ EFTDSJCFT PVS QSPQPTFE ĺļ GSBNFXPSL JO UIF DPOUFYU PG NVMUJQMF WBSJBCMFT NFBTVSFE
XJUI SBOEPN FSSPS XJUI B LOPXO BTTVNFE PS DPNQMFUFMZ VOLOPXO WBSJBODF ćFSF XF HFOFSBMJ[F UIF
ĺĶ GSBNFXPSL QSPWF UIBU B GBTU FYJTUJOH BMHPSJUIN DBO CF VTFE UP DSFBUF JNQVUBUJPOT GPS ĺļ BOE PČFS
.POUF $BSMP FWJEFODF UIBU JU XPSLT BT EFTJHOFE 4FDUJPO ƊƋ HPFT GVSUIFS CZ EFSJWJOH NFUIPET PG
FTUJNBUJOH UIF 	QPTTJCMZ IFUFSPTLFEBTUJD
 NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF TP JU OFFE OPU CF BTTVNFE
4FDUJPO Ɗƌ HFOFSBMJ[FT PVS BQQSPBDI GVSUIFS TUJMM CZ BMMPXJOH NFBTVSFNFOU FSSPS UIBU JT DPSSFMBUFE XJUI
UIF USVF WBMVFT PG UIF WBSJBCMFT 4FDUJPO Ɗƍ UIFO PČFST FNQJSJDBM JMMVTUSBUJPOT
ƊƊ " .łĹŁĶĽĹĲ 0ŃĲĿĶĺĽłŁĮŁĶļĻ .ļıĲĹ
8F DPODFQUVBMJ[F UIF MJOLBHF CFUXFFO NFBTVSFNFOU FSSPS BOE NJTTJOH EBUB JO UXP FRVJWBMFOU XBZT *O
POF NFBTVSFNFOU FSSPS JT B TQFDJĕD UZQF PG NJTTJOH EBUB QSPCMFN XIFSF PCTFSWFE QSPYZ WBSJBCMFT
QSPWJEF QSPCBCJMJTUJD QSJPS JOGPSNBUJPO BCPVU UIF USVF VOPCTFSWFE DFMM WBMVFT *O UIF PUIFS NJTTJOH DFMM
WBMVFT IBWF BO FYUSFNF GPSN PG NFBTVSFNFOU FSSPS XIFSF OP BWBJMBCMF QSJPS JOGPSNBUJPO FYJTUT &JUIFS
XBZ UIF UXP NFUIPEPMPHJDBM QSPCMFNT HP XFMM UPHFUIFS CFDBVTF WBSJBCMFT 	PS DFMM WBMVFT
 NFBTVSFE XJUI
FSSPS GBMM MPHJDBMMZ CFUXFFO UIF FYUSFNFT PG PCTFSWFE XJUIPVU FSSPS BOE DPNQMFUFMZ VOPCTFSWFE ćJT
ƋƏ
EVBM DPODFQUVBMJ[BUJPO BMTP NFBOT UIBU PVS ĺļ BQQSPBDI UP NFBTVSFNFOU FSSPS IBT BMM UIF BEWBOUBHFT PG
ĺĶ JO FBTF PG VTF BOE SPCVTUOFTT 	4DIBGFS ƉƑƑƏ 'SFFENBO FU BM ƊƈƈƐ

ćF WBMJEJUZ PG PVS BQQSPBDI JT BMTP FBTZ UP VOEFSTUBOE XJUIJO UIJT GSBNFXPSL %FMFUJOH DFMM WBMVFT
XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS BOE VTJOH ĺĶ JOUSPEVDFT OP CJBTFT BOE SVOOJOH ĺĶ XIJMF BMTP VTJOH PCTFSWFE
DFMM WBMVFT UIBU BSF JOGPSNBUJWF CVU NFBTVSFE XJUI TPNF FSSPS UP IFMQ JOGPSN DFMMMFWFM QSJPST DMFBSMZ
JNQSPWFT FďDFODZ BOE SFEVDFT NPEFM EFQFOEFODF "EPQUJOH JOTUFBE BO BQQMJDBUJPOTQFDJĕD BQQSPBDI
XJMM VOEFS TPNF DPOEJUJPOT QFSGPSN CFUUFS CVU POMZ XJUI IJHI DPTUT JO UFSNT PG EFTJHOJOH BOE VTJOH
TQFDJBMJ[FE TUBUJTUJDBM NPEFMT BOBMZTFT BOE TPęXBSFƬ
ƊƊƉ 5ĵĲ 'ļłĻıĮŁĶļĻ " .łĹŁĶĽĹĲ *ĺĽłŁĮŁĶļĻ .ļıĲĹ
ĺļ CVJMET PO ĺĶ XIJDI XF OPX SFWJFX ĺĶ JOWPMWFT VTJOH B NPEFM UP HFOFSBUF NVMUJQMF JNQVUBUJPOT GPS
FBDI PG UIF NJTTJOH DFMM WBMVFT 	BT QSFEJDUFE GSPN BMM BWBJMBCMF JOGPSNBUJPO JO UIF EBUB TFU
 TFQBSBUF
BOBMZTJT PG FBDI PG UIF DPNQMFUFE EBUB TFUT XJUIPVU XPSSZ BCPVU NJTTJOH EBUB BOE UIFO UIF BQQMJDBUJPO
PG TPNF FBTZ SVMFT GPS DPNCJOJOH UIF TFQBSBUF SFTVMUT ćF NBJO DPNQVUBUJPOBM EJďDVMUZ DPNFT JO
EFWFMPQJOH UIF JNQVUBUJPO NPEFM
'PS FYQPTJUPSZ TJNQMJDJUZ DPOTJEFS B TJNQMF TQFDJBM DBTF XJUI POMZ UXP WBSJBCMFT ZJ BOE YJ
	J = ŝ, . . . , O
 XIFSF POMZ YJ DPOUBJOT TPNF NJTTJOH WBMVFT ćFTF WBSJBCMFT BSF OPU OFDFTTBSJMZ PVUDPNF
BOE FYQMBOBUPSZ WBSJBCMFT BT UIFZ DBO FBDI QMBZ BOZ SPMF JO UIF TVCTFRVFOU BOBMZTJT NPEFM &WFSZUIJOH
JO UIJT TFDUJPO HFOFSBMJ[FT UP BOZ OVNCFS PG WBSJBCMFT BOE BSCJUSBSZ QBUUFSOT PG NJTTJOHOFTT JO BOZ PS BMM
PG UIF WBSJBCMFT 	)POBLFS BOE ,JOH ƊƈƉƈ

8F OPX XSJUF EPXO B DPNNPO NPEFM UIBU DPVME CF VTFE UP BQQMZ UP UIF EBUB JG UIFZ XFSF DPNQMFUF
BOE UIFO BęFSXBSET FYQMBJO IPX UP VTF JU UP JNQVUF BOZ NJTTJOH EBUB TDBUUFSFE UISPVHI UIF JOQVU
WBSJBCMFT ćJT NPEFM BTTVNFT UIBU UIF KPJOU EJTUSJCVUJPO PG ZJ BOE YJ Q(ZJ, YJ|Ѧ,͓) JT NVMUJWBSJBUF
Ɖ 4DIPMBST XIP IBWFNBEF UIJT DPOOFDUJPO CFGPSF IBWF GPDVTFE BMNPTU FYDMVTJWFMZ PO EBUBXJUI WBMJEBUJPO TVCTBNQMFT XIJDI
BSF SFMBUJWFMZ SBSF JO UIF TPDJBM TDJFODFT 	8BOH BOE 3PCJOT ƉƑƑƐ #SPXOTUPOF BOE 7BMMFUUB ƉƑƑƎ $PMF $IV BOE (SFFOMBOE
ƊƈƈƎ
 'PS B SFMBUFE QSPCMFN PG iFEJUJOHw EBUB XJUI TVTQJDJPVT DFMM WBMVFT (IPTI%BTUJEBS BOE 4DIBGFS 	ƊƈƈƋ
 EFWFMPQ B ĺĶ
GSBNFXPSL TJNJMBS JO TQJSJU UP PVST BMCFJU XJUI BO JNQMFNFOUBUJPO TQFDJĕD UP UIFJS BQQMJDBUJPO
ƋƐ
OPSNBM





XIFSF UIF FMFNFOUT PG UIF NFBO WFDUPS Ѧ BOE WBSJBODF NBUSJY ͓ BSF DPOTUBOU PWFS UIF PCTFSWBUJPOT ćJT
NPEFM JT EFDFQUJWFMZ TJNQMF CVU QPXFSGVM "T UIFSF JT OP J TVCTDSJQU PO UIF TDBMBS NFBOT ѦY BOE ѦZ JU
NBZ BQQFBS BT UIPVHI POMZ UIF NBSHJOBM NFBOT BSF VTFE UP HFOFSBUF JNQVUBUJPOT :FU JUT KPJOU
EJTUSJCVUJPO JNQMJFT UIBU B QSFEJDUJPO JT BMXBZT CBTFE PO B SFHSFTTJPO 	UIF DPOEJUJPOBM FYQFDUBUJPO
 PG
UIBU POF WBSJBCMF PO BMM UIF PUIFST XJUI UIF QPQVMBUJPO WBMVFT PG UIF DPFďDJFOUT JO UIF SFHSFTTJPO B
EFUFSNJOJTUJD GVODUJPO PG Ѧ BOE ͓ ćJT JT FYUSFNFMZ VTFGVM JO NJTTJOH EBUB QSPCMFNT GPS QSFEJDUJOH B
NJTTJOH WBMVF DPOEJUJPOBM PO PCTFSWFE WBMVFT 'PS JOTUBODF HJWFO NPEFM 	ƋƉ
 UIF DPOEJUJPOBM
FYQFDUBUJPO JT &[YJ|ZJ] = ѝŜ + ѝŝ(ZJ − ѦZ) XIFSF ѝŜ = ѦY BOE ѝŝ = ѫYZ/ѫY 3FTFBSDIFST IBWF SFQFBUFEMZ
EFNPOTUSBUFE UIBU UIJT JNQVUBUJPO NPEFM XPSLT BT XFMM BT NPSF DPNQMJDBUFE OPOMJOFBS BOE
OPOOPSNBM BMUFSOBUJWFT FWFO GPS PSEJOBM PS DBUFHPSJDBM WBSJBCMFT BOE FWFO XIFO NPSF TPQIJTUJDBUFE
NPEFMT BSF QSFGFSSFE BU UIF BOBMZTJT TUBHF 	4DIBGFS ƉƑƑƏ BOE DJUBUJPOT JO ,JOH FU BM ƊƈƈƉ

ćVT UP FTUJNBUF UIF SFHSFTTJPO PG FBDI WBSJBCMF JO UVSO PO BMM UIF PUIFST XF POMZ OFFE UP FTUJNBUF Ѧ
BOE ͓ *G UIFSF XFSF OP NJTTJOH EBUB UIF SFTVMUT XPVME CF FRVJWBMFOU UP SVOOJOH FBDI PG UIF TFQBSBUF
SFHSFTTJPOT 	ZJ PO YJ BOE YJ PO ZJ
 #VU IPX DBO XF SVO FJUIFS PG UIFTF SFHSFTTJPOT XJUI BSCJUSBSZ NJTTJOH
EBUB ćF USJDL XIJDI XF OPX FYQMBJO JT UP ĕOE B TJOHMF TFU PG FTUJNBUFT PG Ѧ BOE ͓ GSPN EBUB XJUI
TDBUUFSFE NJTTJOHOFTT BOE UIFO UP VTF UIFTF UP EFUFSNJOJTUJDBMMZ DPNQVUF UIF DPFďDJFOUT PG BMM UIF
TFQBSBUF SFHSFTTJPOT 5P CF NPSF TQFDJĕD UIF iDPNQMFUFEBUBw MJLFMJIPPE 	JF TUJMM BTTVNJOH OP NJTTJOH
ƋƑ
EBUB
 JT TJNQMZ UIF QSPEVDU PG NPEFM 	ƋƉ











XIFSF Ѣ = (Ѧ,͓) 	8F VTF WBSJBCMFT XJUIPVU BO J TVCTDSJQU UP EFOPUF UIF WFDUPS PG PCTFSWBUJPOT TP
Z = (Zŝ, . . . , ZO)
 ćJT MJLFMJIPPE JT OPU VTBCMF BT JT CFDBVTF JU JT B GVODUJPO PG UIF NJTTJOH EBUB XIJDI
XF EP OPU PCTFSWF ćVT XF JOUFHSBUF PVU XIBUFWFS NJTTJOH WBMVFT IBQQFO UP FYJTU GPS FBDI PCTFSWBUJPO
















XIFSF YPCT EFOPUFT UIF TFU PG DFMM WBMVFT JO Y UIBU BSF PCTFSWFE BOE YNJT UIF TFU UIBU BSF NJTTJOH ćBU XF
DBO QBSUJUJPO UIF DPNQMFUF EBUB JO UIJT XBZ JT KVTUJĕFE CZ UIF TUBOEBSE iNJTTJOH BU SBOEPNw 	ĺĮĿ

BTTVNQUJPO UIBU UIF NJTTJOH WBMVFT NBZ EFQFOE PO PCTFSWFE WBMVFT JO UIF EBUB NBUSJY CVU OPU PO
VOPCTFSWBCMFT 	4DIBGFS ƉƑƑƏ 3VCJO ƉƑƏƎ
 ćF LFZ BEWBOUBHF PG UIJT FYQSFTTJPO JT UIBU JU BQQSPQSJBUFMZ
BTTVNFT UIBU XF POMZ TFF XIBU JT BDUVBMMZ PCTFSWFE YPCT BOE Z CVU DBO TUJMM FTUJNBUF Ѧ BOE ͓ƭ
ćJT SFTVMU FOBCMFT POF UP UBLF B MBSHF EBUB NBUSJY XJUI TDBUUFSFE NJTTJOHOFTT BDSPTT BOZ PS BMM
WBSJBCMFT BOE JNQVUF NJTTJOH WBMVFT CBTFE PO UIF SFHSFTTJPO PG FBDI WBSJBCMF PO BMM PG UIF PUIFST ćF
BDUVBM JNQVUBUJPOT VTFE BSF CBTFE PO UIF SFHSFTTJPO QSFEJDUFE WBMVFT UIFJS FTUJNBUJPO VODFSUBJOUZ 	EVF
UP UIF GBDU UIBU Ѧ BOE ͓ BOE UIVT UIF DBMDVMBUFE DPFďDJFOUT PG UIF SFHSFTTJPO BSF VOLOPXO
 BOE UIF
GVOEBNFOUBM VODFSUBJOUZ 	BT SFQSFTFOUFE JO UIF NVMUJWBSJBUF OPSNBM JO 	ƋƉ
 PS FRVJWBMFOUMZ UIF
Ɗ ćJT PCTFSWFEEBUB MJLFMJIPPE JT EJďDVMU UP NBYJNJ[F EJSFDUMZ JO SFBM EBUB TFUT XJUI BSCJUSBSZ QBUUFSOT PG NJTTJOHOFTT 'BTU
BMHPSJUINT UP NBYJNJ[F JU IBWF CFFO EFWFMPQFE UIBU VTF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO 	ƋƉ
 	Ɗƌ
 BOE UIF JNQMJFE SFHSFTTJPOT VTJOH
JUFSBUJWF UFDIOJRVFT JODMVEJOH WBSJBOUT PG .BSLPW DIBJO .POUF $BSMP Ĳĺ PS Ĳĺ XJUI CPPUTUSBQQJOH
ƌƈ
SFHSFTTJPO FSSPS UFSN GSPN FBDI DPOEJUJPOBM FYQFDUBUJPO

ĺĶ XPSLT CZ JNQVUJOH BCPVU ĕWF WBMVFT GPS FBDI NJTTJOH DFMM FOUSZ 	PS NPSF GPS EBUB TFUT XJUI
VOVTVBMMZ IJHI NJTTJOHOFTT
 DSFBUJOH iDPNQMFUFEw EBUB TFUT GPS FBDI SVOOJOH XIBUFWFS BOBMZTJT NPEFM
XF XPVME IBWF SVO PO UIF FBDI DPNQMFUFE EBUB TFU BT JG UIFSF XFSF OP NJTTJOH WBMVFT BOE BWFSBHJOH UIF
SFTVMUT VTJOH B TJNQMF TFU PG SVMFT ćF BTTVNQUJPO OFDFTTBSZ GPS ĺĶ UP XPSL QSPQFSMZ JT UIBU UIF NJTTJOH
DFMM WBMVFT BSF ĺĮĿ ćJT JT DPOTJEFSBCMZ MFTT SFTUSJDUJWF UIBO GPS FYBNQMF UIF iNJTTJOH DPNQMFUFMZ BU
SBOEPNw BTTVNQUJPO SFRVJSFE UP BWPJE CJBT JO MJTUXJTF EFMFUJPO 4FF UIF "QQFOEJY GPS B NPSF GPSNBM
USFBUNFOU PG UIF BTTVNQUJPOT CFIJOE ĺļ
ƊƊƊ *ĻİļĿĽļĿĮŁĶĻĴ .ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ &ĿĿļĿ
ćF NFBTVSFNFOU FSSPS MJUFSBUVSF VTFT B WBSJFUZ PG BTTVNQUJPOT UIBU BSF JO EJČFSFOU XBZT NPSF BOE BMTP
MFTT SFTUSJDUJWF UIBO PVS BQQSPBDI ćF iDMBTTJDBMw FSSPSJOWBSJBCMFT NPEFM BTTVNFT UIF FSSPS JT
JOEFQFOEFOU PG UIF USVF WBMVF CFJOH NFBTVSFE i/POEJČFSFOUJBMw PS iTVSSPHBUFw FSSPS JT UIBU BTTVNFE
JOEFQFOEFOU PG UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF DPOEJUJPOBM PO CPUI UIF USVF WBMVF CFJOH NFBTVSFE BOE BOZ
PCTFSWFE QSFUSFBUNFOU QSFEJDUPS WBSJBCMFT 0UIFS BQQSPBDIFT VTF BTTVNQUJPOT BCPVU FYDMVTJPO
SFTUSJDUJPOT PS BVYJMMJBSZ JOGPSNBUJPO TVDI BT SFQFBUFE NFBTVSFT 4FF *NBJ BOE :BNBNPUP 	ƊƈƉƈ
 GPS
GPSNBM EFĕOJUJPOT BOE DJUBUJPOT UP UIF MJUFSBUVSF
*O PVS BMUFSOBUJWF BQQSPBDI XF NBSTIBMM UXP EJTUJODU TPVSDFT PG JOGPSNBUJPO UP PWFSJNQVUF DFMM
WBMVFT XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS 0OF DPVME UIJOL PG DFMM WBMVFT XJUI BOZ QPTJUJWF MFWFM PG NFBTVSFNFOU
FSSPS BT FČFDUJWFMZ NJTTJOH WBMVFT BOE UIF PCTFSWFE DFMM WBMVF JT VTFMFTT JOGPSNBUJPO *O UIJT TJUVBUJPO
XF DBO FBTJMZ USBOTMBUF B NFBTVSFNFOU FSSPS QSPCMFN JOUP B NJTTJOH EBUB QSPCMFN GPS XIJDI UIF
PCTFSWFEEBUB MJLFMJIPPE EFSJWFE JO 4FDUJPO ƊƊƉ BQQMJFT EJSFDUMZ ćF BTTVNQUJPO SFRVJSFE GPS UIJT
QSPDFEVSF JT ĺĮĿ XIJDI JT DPOTJEFSBCMZ MFTT SFTUSJDUJWF UIBO UIF BTTVNQUJPOT OFDFTTBSZ GPS NPTU QSJPS
BQQSPBDIFT UP EFBMJOH XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS BOE VOMJLF NPTU PUIFS NFBTVSFNFOU FSSPS BQQSPBDIFT





0G DPVSTF JG XF UIJOL PG PCTFSWBUJPOT NFBTVSFE XJUI FSSPS BT SFBTPOBCMF QSPYJFT GPS VOPCTFSWFE
WBMVFT UIFO USFBUJOH UIFN BT NJTTJOH XJMM XPSL CVU NBZ EJTDBSE WBMVBCMF JOGPSNBUJPO *O GBDU WBSJBCMFT
FOUJSFMZ NFBTVSFE XJUI FSSPS NBZ MFBWF OP JOGPSNBUJPO XJUI XIJDI UP NBLF 	PWFS
JNQVUBUJPOT VOEFS
UIJT BQQSPBDI ćVT XF TVQQMFNFOU UIF JOGPSNBUJPO UIBU XPVME DPNF GSPN USFBUJOH DFMM WBMVFT
NFBTVSFE XJUI FSSPS BT DPNQMFUFMZ VOPCTFSWFE BOE JUT SFMBUJWFMZ NJOJNBM BTTVNQUJPOT XJUI B TFDPOE
TPVSDF PG JOGPSNBUJPO  UIF QSPYZ NFBTVSFNFOUT UIFNTFMWFT BMPOH XJUI BTTVNQUJPOT BCPVU UIF QSPDFTT
CZ XIJDI UIF QSPYJFT BSF PCTFSWFE ćJT TFDPOE TPVSDF PG JOGPSNBUJPO FOBCMFT SFTFBSDIFST UP NBLF
TPNFXIBU TUSPOHFS BTTVNQUJPOT XIFO UIF NFBTVSFE QSPYJFT CFBS TPNF SFMBUJPOTIJQ UP UIF VOPCTFSWFE
USVF WBMVFT JO SFUVSO GPS DPOTJEFSBCMZ NPSF FďDJFOU FTUJNBUFT
'PS FYQPTJUPSZ DMBSJUZ XF DPOUJOVF XJUIPVU MPTT PG HFOFSBMJUZ PVS TJNQMF UXPWBSJBCMF FYBNQMF GSPN
UIF QSFWJPVT TFDUJPO ćVT MFU ZJ CF B TJOHMF GVMMZ PCTFSWFE DFMM WBMVF BOE Y∗J CF B USVF CVU VOPCTFSWFE
DFMM WBMVF 	UIFTF WBSJBCMFT NBZ TFSWF BOZ SPMF JO B TVCTFRFOU BOBMZTJT NPEFM
 XJUI (ZJ, Y∗J ) ∼ N (Ѧ,͓) BT
BCPWF 5P UIJT XF BEE BO PCTFSWFE XJ XIJDI JT B QSPYZ NFBTVSFE XJUI FSSPS GPS Y∗J  'PS FYQPTJUPSZ
TJNQMJDJUZ XF GPDVT PO UIF DBTF XJUI OP 	GVMMZ
 NJTTJOH WBMVFT XIJDI JO UIJT DPOUFYU XPVME CF
VOPCTFSWFE DFMM WBMVFT XJUIPVU DPSSFTQPOEJOH QSPYZ WBMVFT
8JUI UIJT TFUVQ XF EFTDSJCF UIF TFDPOE TPVSDF PG JOGPSNBUJPO JO PVS BQQSPBDI BT DPNJOH GSPN UIF
TQFDJĕDBUJPO PG B TQFDJĕD QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ UP SFQSFTFOU UIF EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTT GPS UIF QSPYZ XJ
ćJT PG DPVSTF JT BO BTTVNQUJPO BOE XF BMMPX B XJEF SBOHF PG DIPJDFT TVCKFDU UP UXP DPOEJUJPOT POF
UFDIOJDBM BOE POF TVCTUBOUJWF 'JSTU UIF DMBTT PG BMMPXBCMF EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTTFT JO PVS BQQSPBDI
JOWPMWFT BOZ QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ UIBU QPTTFTTFT UIF QSPQFSUZ PG TUBUJTUJDBM EVBMJUZ ćJT JT B TJNQMF
QSPQFSUZ 	SFMBUFE UP TFMGDPOKVHBDZ JO #BZFTJBO BOBMZTJT
 QPTTFTTFE CZ B WBSJFUZ PG EJTUSJCVUJPOT TVDI BT
OPSNBM -BQMBDF (BNNB *OWFSTF (BNNB 1BSFUP BOE PUIFST 	#JUZVLPW FU BM ƊƈƈƎ
Ʈ 	8F VTF UIJT
Ƌ *G B GVODUJPO G(B, C) DBO CF FYQSFTTFE BT B GBNJMZ PG QSPCBCJMJUZ EFOTJUJFT GPS WBSJBCMF B HJWFO QBSBNFUFS C Q(B|C) BOE B
GBNJMZ PG EFOTJUJFT GPS WBSJBCMF C HJWFO QBSBNFUFS B Q(C|B) TP UIBU G(B, C) = Q(B|C) = Q(C|B) UIFO Q(B|C) BOE Q(C|B) BSF TBJE
UP CF TUBUJTUJDBMMZ EVBM
ƌƊ
QSPQFSUZ UP FBTF JNQMFNFOUJPO JO 4FDUJPO ƊƊƋ
 4FDPOE XF SFRVJSF UIBU UIF NFBO 	PS BO BEEJUJWF
GVODUJPO PG UIF NFBO
 PG UIF EJTUSJCVUJPO CF UIF VOPCTFSWFE USVF DFMM WBMVF Y∗J  BOE UIBU UIF QBSBNFUFST
PG UIF EJTUSJCVUJPO BSF EJTUJODU GSPN UIF DPNQMFUFEBUB QBSBNFUFST Ѣ BOE BSF LOPXO PS TFQBSBUFMZ
FTUJNBUFE
" TJNQMF TQFDJBM DBTF PG UIJT EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTT JT SBOEPN OPSNBM NFBTVSFNFOU FSSPS
XJ ∼ N (Y∗J , ѫŞV) XJUI ѫŞV TFU UP B DIPTFO PS FTUJNBUFE WBMVF 	XF EJTDVTT JOUFSQSFUBUJPO BOE FTUJNBUJPO PG
ѫŞV JO 4FDUJPO ƊƋ
 0UIFS TQFDJBM DBTFT BMMPX GPS IFUFSPTLFEBTUJD NFBTVSFNFOU FSSPS TVDI BT NJHIU
PDDVS XJUI ĴıĽ GSPN B DPVOUSZ XIFSF B HPWFSONFOUT TUBUJTUJDBM PďDF JT QSPGFTTJPOBMJ[JOH PWFS UJNF
NPSUBMJUZ TUBUJTUJDT GSPN DPVOUSJFT XJUI BOE XJUIPVU EFBUI SFHJTUSBUJPO TZTUFNT PS TVSWFZ SFTQPOTFT
GSPN B TFMGSFQPSU WT FMJDJUFE BCPVU UIBU QFSTPO GSPN TPNFPOF FMTF JO UIF TBNF IPVTFIPME ćJT
BQQSPBDI DBO IBOEMF CJBTFE NFBTVSFNFOU FSSPS XIFSF &[XJ|Y∗J ] = BJ + Y∗J  TP MPOH BT UIF CJBT BJ JT
LOPXO PS FTUJNBCMF 'PS JOTUBODF JG WBMJEBUJPO EBUB JT BWBJMBCMF B SFTFBSDIFS DPVME FTUJNBUF UIF CJBT PG
UIF NFBTVSF PS VTF B NPEFM UP FTUJNBUF IPX UIF PČTFU DIBOHFT XJUI PCTFSWFE WBSJBCMFT 'SPN PVS
QFSTQFDUJWF B DFMM WBMVF 	PS WBSJBCMF
 UIBU EPFTOU QPTTFTT BU MFBTU UIJT NJOJNBMMZ LOPXO TFU PG
SFMBUJPOTIJQT UP JUT USVF WBMVF DPVME NPSF FBTJMZ CF DPOTJEFSFE B OFX PCTFSWBUJPO PG B EJČFSFOU WBSJBCMF
SBUIFS UIBO B QSPYZ GPS BO VOPCTFSWFE POFƯ 8IFO UIF CJBT JT OPU LOPXO BOE DBOOPU CF FTUJNBUFE XF
BSF MFę XJUI B DMBTT PG EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTTFT 	SBUIFS UIBO B TJOHMF POF
 GPS UIF QSPYZ UIJT SFTVMUT
VOEFS PVS QSPDFEVSF JO B iSPCVTU #BZFTJBOw DMBTT PG QPTUFSJPST 	SBUIFS UIBO B TJOHMF #BZFTJBO QPTUFSJPS

GSPN XIJDI PWFSJNQVUBUJPOT NBZ CF ESBXO 	#FSHFS ƉƑƑƌ ,JOH BOE ;FOH ƊƈƈƊ

ćF SFTVMU PG UIFTF BTTVNQUJPOT JT B DPNQMFUFEBUB MJLFMJIPPE UIBU DBO CF VTFE UP FODPNQBTT CPUI
ƌ *G UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF VOEFSMZJOH WBSJBCMF BOE JUT NJTNFBTVSFNFOU JT DPNQMFUFMZ VOLOPXO B EJČFSFOU BQQSPBDI
NBZ CF SFRVJSFE 'PS JOTUBODF TUSVDUVSBM FRVBUJPONPEFMJOH PS GBDUPS BOBMZTJT JT TPNFUJNFT BQQSPQSJBUF JG B MBSHF TFU PGNFBTVSFT
BMM DBQUVSF TPNF BTQFDU PG BO VOPCTFSWFE DPODFQU
ƌƋ
NFUIPEPMPHJDBM QSPCMFNT
-(Ѣ, ѫŞV|Z,X, Y∗) ∝
∏
J










Q(XJ|Y∗J , ZJ, ѫŞV)Q(Y∗J |ZJ, Ѣ)Q(ZJ|Ѣ). 	ƊƐ

ćF ĕSTU FRVBMJUZ VTFT UIF SVMFT PG DPOEJUJPOBM QSPCBCJMJUZ UIF LFZ BTTVNQUJPO 	OFFEFE GPS UIF TFDPOE
FRVBMJUZ
 JT FYQSFTTFE IFSF CZ UIF EFOTJUZ GPS XJ OPU EFQFOEJOH PO UIF QBSBNFUFST PG UIF PWFSBMM
MJLFMJIPPE Ѣ = (Ѧ,͓) Q(XJ|Y∗J , ZJ, Ѣ, ѫŞV) = Q(XJ|Y∗J , ZJ, ѫŞV) /PUF UIBU 	ƊƐ
 JT JEFOUJDBM UP UIF
DPNQMFUFEBUB MJLFMJIPPE JO ĺĶ NPEFM 	ƊƋ
 XJUI UIF BEEJUJPOBM GBDUPS Q(XJ|Y∗J , ZJ, ѫŞV) GPS UIF QSPYZT
EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTT 	5P HFOFSBUF UIF PCTFSWFEEBUB MJLFMJIPPE JO UIJT DBTF XPVME PG DPVSTF SFRVJSF
UIF BOBMPHPVT JOUFHSBUJPO BT JO 	Ɗƌ
 XIJDI XF PNJU IFSF UP TBWF TQBDF 4FF "QQFOEJY " GPS B GVMM
EFTDSJQUJPO

8F NBZ TPNFUJNFT XJTI UP GVSUIFS TJNQMJGZ BOE BTTVNF OPSNBM FSSPS
Q(XJ|Y∗J , ZJ, Ѣ, ѫŞV) = N (Y∗J , ѫŞV), XJUI B DIPTFO PS FTUJNBUFE WBMVF PG UIF WBSJBODF PG UIF NFBTVSFNFOU
FSSPS ѫŞV 8IFO ѫŞV JT TNBMM XF IBWF B SFBTPOBCMF QSFDJTJPO JO PVS FTUJNBUF PG UIF MPDBUJPO PG Y∗J  "T UIF
TJ[F PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS HSPXT XJ SFWFBMT MFTT JOGPSNBUJPO BCPVU UIF USVF WBMVF PG Y∗J 
)FVSJTUJDBMMZ BT ѫŞV CFDPNFT JOĕOJUF XJ UFMMT VT OPUIJOH BOE XF NBZ BT XFMM EJTDBSE JU GSPN UIF EBUB TFU
BOE USFBU JU BT NJTTJOH *O UIJT MJNJUJOH DBTF XIFSF OP JOGPSNBUJPO JT EJSFDUMZ PCTFSWFE BCPVU Y∗J  UIFO
MJNѫŞV→Ŝ Q(XJ|YJ, ѫŞV) BQQSPBDIFT B DPOTUBOU BOE UIF DPNQMFUFEBUB MJLFMJIPPE 	ƊƐ
 CFDPNFT
QSPQPSUJPOBM UP UIF NPEFM GPS NJTTJOH EBUB BMPOF 	ƊƋ
 ćJT QSPWFT UIBU UIF NPTU DPNNPOMZ VTFE
NPEFM GPS NJTTJOH EBUB JT B MJNJUJOH TQFDJBM DBTF PG PVS BQQSPBDI
ƌƌ
ƊƊƋ *ĺĽĹĲĺĲĻŁĮŁĶļĻ
*O B QSPKFDU EFTJHOFE GPS BO VOSFMBUFE QVSQPTF )POBLFS BOE ,JOH 	ƊƈƉƈ
 QSPQPTF B GBTU BOE
DPNQVUBUJPOBMMZ SPCVTU ĺĶ BMHPSJUIN UIBU BMMPXT GPS JOGPSNBUJWF #BZFTJBO QSJPST PO NJTTJOH JOEJWJEVBM
DFMM WBMVFT ćF BMHPSJUIN JT LOPXO BT Ĳĺį PS Ĳĺ XJUI CPPUTUSBQQJOH ćFZ VTF UIJT NPEFM UP
JODPSQPSBUF RVBMJUBUJWF DBTFTQFDJĕD JOGPSNBUJPO BCPVU NJTTJOH DFMMT UP JNQSPWF JNQVUBUJPOT 5P NBLF
JU FBTZ UP JNQMFNFOU PVS BQQSPBDI XF QSPWF JO "QQFOEJY " UIBU UIF TBNF BMHPSJUIN DBO CF VTFE UP
FTUJNBUF PVS NPEFM ćF TUBUJTUJDBM EVBMJUZ QSPQFSUZ BTTVNFE UIFSF FOBCMFT VT UP UVSO UIF EBUB
HFOFSBUJPO QSPDFTT GPS XJ JOUP B QSJPS PO UIF VOPCTFSWFE WBMVF Y∗J  XJUIPVU DIBOHJOH UIF NBUIFNBUJDBM
GPSN PG UIF EFOTJUZ 'PS FYBNQMF JO UIF TJNQMF SBOEPN OPSNBM FSSPS DBTF UIF EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTT
GPS XJ JTN (Y∗J , ѫŞV) CVU VTJOH UIF QSPQFSUZ PG TUBUJTUJDBM EVBMJUZ PG UIF OPSNBM UIJT JT FRVJWBMFOU UP B QSJPS
EFOTJUZ GPS UIF VOPCTFSWFE Y∗J N (XJ, ѫŞV) ćJT SFTVMU TIPXT UIBU XF DBO VTF UIF FYJTUJOH Ĳĺį BMHPSJUIN
ćJT TUSBUFHZ BMTP PČFST JNQPSUBOU JOUVJUJPOT PVS BQQSPBDI DBO CF JOUFSQSFUFE BT USFBUJOH UIF QSPYZ
WBSJBCMFT BT JOGPSNBUJWF PCTFSWBUJPOMFWFM NFBOT 	PS GVODUJPOT PG UIF NFBOT
 JO QSJPST PO UIF
VOPCTFSWFE NJTTJOH DFMM WBMVFT 0VS JNQVUBUJPOT PG UIF NJTTJOH WBMVFT UIFO XJMM CF QSFDJTJPOXFJHIUFE
DPNCJOBUJPOT PG UIF QSPYZ WBSJBCMF BOE UIF QSFEJDUFE WBMVF GSPN UIF DPOEJUJPOBM FYQFDUBUJPO 	UIF
SFHSFTTJPO PG FBDI WBSJBCMF PO BMM PUIFST
 VTJOH UIF NJTTJOH EBUB NPEFM *O BEEJUJPO UIF QBSBNFUFST PG
UIJT DPOEJUJPOBM FYQFDUBUJPO 	DPNQVUFE GSPN Ѧ BOE ͓
 BSF JOGPSNFE BOE VQEBUFE CZ UIF QSJPST PO UIF
JOEJWJEVBM DFMM WBMVFT
6OEFS PVS PWFSBMM BQQSPBDI UIFO BMM DFMMT JO UIF EBUB NBUSJY XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS BSF SFQMBDFE 
PWFSXSJUUFO JO UIF EBUB TFU PS PWFSJNQVUFE JO PVS UFSNJOPMPHZ  XJUI NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPOT UIBU
SFĘFDU PVS CFTU HVFTT BOE VODFSUBJOUZ JO UIF MPDBUJPO PG UIF MBUFOU WBMVFT PG JOUFSFTU Y∗J  ćFTF
PWFSJNQVUBUJPOT JODMVEF UIF JOGPSNBUJPO GSPN PVS NFBTVSFNFOU FSSPS NPEFM PS FRVJWBMFOUMZ UIF QSJPS
XJUI NFBO TFU UP UIF PCTFSWFE QSPYZ WBSJBCMF NFBTVSFE XJUI FSSPS BT XFMM BT BMM QSFEJDUJWF JOGPSNBUJPO
BWBJMBCMF JO UIF PCTFSWFE WBSJBCMFT JO UIF EBUB NBUSJY "U UIF TBNF UJNF BMM NJTTJOH WBMVFT BSF JNQVUFE
ćF TBNF QSPDFEVSF JT VTFE UP ĕMM JO NVMUJQMF DPNQMFUFE EBUB TFUT VTVBMMZ BCPVU ĕWF EBUB TFUT JT
ƌƍ
TVďDJFOU CVU NPSF NBZ CF OFDFTTBSZ XJUI MBSHF GSBDUJPOT PG NJTTJOH DFMMT PS IJHI EFHSFFT PG
NFBTVSFNFOU FSSPS *NQVUBUJPOT BOE PWFSJNQVUBUJPOT WBSZ BDSPTT UIF NVMUJQMF DPNQMFUFE EBUB TFUT 
XJUI NPSF WBSJBUJPO XIFO UIF QSFEJDUJWF BCJMJUZ PG UIF NPEFM JT TNBMMFS BOE NFBTVSFNFOU FSSPS JT
HSFBUFS  XIJMF DPSSFDUMZ PCTFSWFE DFMM WBMVFT SFNBJO DPOTUBOU
3FTFBSDIFST DSFBUF B DPMMFDUJPO PG DPNQMFUFE EBUB TFUT PODF BOE UIFO SVO BT NBOZ BOBMZTFT PG UIFTF BT
EFTJSFE ćF TBNF BOBMZTJT NPEFM JT BQQMJFE UP FBDI PG UIF DPNQMFUFE 	JNQVUFE BOE PWFSJNQVUFE
 EBUB
TFUT BT JG JU XFSF GVMMZ PCTFSWFE " LFZ QPJOU JT UIBU UIF BOBMZTJT NPEFM OFFE OPU CF MJOFBSOPSNBM FWFO
UIPVHI UIF NPEFM GPS NJTTJOH WBMVFT BOE NFBTVSFNFOU FSSPS PWFSJNQVUBUJPO JT 	.FOH ƉƑƑƌ
 ćF
SFTFBSDIFS UIFO BQQMJFT UIF VTVBM ĺĶ SVMFT GPS DPNCJOJOH UIFTF SFTVMUT 	TFF "QQFOEJY "

ƊƊƌ .ļĻŁĲ $ĮĿĹļ &ŃĶıĲĻİĲ
8F OPX PČFS .POUF $BSMP FWJEFODF GPS ĺļ VTJOH B EBUB HFOFSBUJPO QSPDFTT UIBU XPVME CF EJďDVMU PS
JNQPTTJCMF GPS NPTU QSJPS BQQSPBDIFT UP NFBTVSFNFOU FSSPS 8F VTF UXP NJTNFBTVSFE WBSJBCMFT B
OPOOPSNBM EFQFOEFOU WBSJBCMF TDBUUFSFE 	CVU OPU DPNQMFUFMZ SBOEPN
 NJTTJOH EBUB BOE B OPOMJOFBS
BOBMZTJT NPEFM ćF NFBTVSFNFOU FSSPS JT JOEFQFOEFOU SBOEPN OPSNBM XJUI WBSJBODFT UIBU FBDI
BDDPVOU GPS ƊƍŰ PG UIF UPUBM WBSJBODF GPS FBDI QSPYZ NFBOJOH UIFTF BSF SFBTPOBCMZ OPJTZ NFBTVSFT *O
EPJOH TP XF BUUFNQU UP SFDSFBUF B EJďDVMU CVU SFBMJTUJD QPMJUJDBM TDJFODF EBUB TJUVBUJPO XJUI UIF BEEJUJPO
PG UIF USVF WBMVFT TP XF DBO VTF UIFN UP WBMJEBUF UIF QSPDFEVSF
*O B SFBM BQQMJDBUJPO B SFTFBSDIFS NBZ POMZ IBWF B SPVHI TFOTF PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODFT
8F UIVT SVO PVS TJNVMBUJPOT BTTVNJOH B SBOHF PG MFWFMT GPS UIFTF WBSJBODFT IPMEJOH UIFJS USVF WBMVF
ĕYFE UP TFF IPX UIFTF EJČFSJOH BTTVNQUJPOT BČFDU FTUJNBUJPO 	*O UIF OFYU TFDUJPO XF EJTDVTT IPX UP
JOUFSQSFU PS FTUJNBUF UIJT WBSJBODF

8F HFOFSBUFE QSPYJFT Y BOE [ GPS UIF USVF WBSJBCMFT Y∗ BOE [∗ SFTQFDUJWFMZ VTJOH B OPSNBM EBUB
HFOFSBUJPO QSPDFTT XJUI UIF USVF WBSJBCMFT BT UIF NFBO BOE B WBSJBODF FRVBM UP ѫŞV = ѫŞW = Ŝ.šư "U FBDI
ƍ 8F MFU ZJ UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF PG UIF BOBMZTJT NPEFM GPMMPX B #FSOPVMMJ EJTUSJCVUJPO XJUI QSPCBCJMJUZ ɢJ = ŝ/(ŝ +
FYQ(−9Jќ)) XIFSF 9J = (Y∗J , [∗J , TJ)′ BOE ќ = (−ţ, ŝ, ŝ,−ŝ) 8F BMMPX TDBUUFSFE NJTTJOHOFTT PG B SBOEPN ƉƈŰ PG UIF BMM DFMM
ƌƎ
DPNCJOBUJPO PG ѫŞV BOE ѫŞW XF DBMDVMBUF UIF NFBO TRVBSF FSSPS 	ĺŀĲ
 GPS UIF MPHJU DPFďDJFOUT PG UIF
PWFSJNQVUFE MBUFOU WBSJBCMFT 8F UPPL UIF BWFSBHF ĺŀĲ BDSPTT UIFTF DPFďDJFOUT BOE QSFTFOU UIF SFTVMUT
JO 'JHVSF ƊƉ 0O UIF MFę JT UIF ĺŀĲ TVSGBDF XJUI UIF FSSPS WBSJBODFT PO UIF BYFT BMPOH UIF ĘPPS BOE ĺŀĲ
PO WFSUJDBM BYJT UIF SJHIU HSBQI TIPXT UIF TBNF JOGPSNBUJPO WJFXFE GSPN UIF UPQ BT B DPOUPVS QMPU
'JHVSF ƊƉ 0O UIF MFę JT B QFSTQFDUJWF QMPU PG UIF NFBO TRVBSF FSSPS PG B MPHJU BOBMZTJT NPEFM FTUJNBUFT BęFS NVM
UJQMF PWFSJNQVUBUJPO XJUI WBSJPVT BTTVNQUJPOT BCPVU UIF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF ćF SJHIU TIPXT UIF TBNF
JOGPSNBUJPO BT B DPOUPVS QMPU /PUF UIBU UIF BYFT IFSF BSF UIF TIBSF PG UIF PCTFSWFE WBSJBODF EVF UP NFBTVSFNFOU
FSSPS XIJDI IBT B USVF WBMVF PG ƈƊƍ XIJDI JT QSFDJTFMZ XIFSF UIF ĺŀĲ SFBDIFT B NJOJNVN
ćF ĕHVSF TIPXT UIBU XIFO XF BTTVNF UIF BCTFODF PG NFBTVSFNFOU FSSPS 	JF ѫŞV = ѫŞW = Ŝ
 BT NPTU
SFTFBSDIFST EP XF BSF MFę XJUI IJHI ĺŀĲ WBMVFT "T UIF BTTVNFE BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS HSPXT
XF TFF UIBU UIF ĺļ MPXFST UIF ĺŀĲ TNPPUIMZ ćF ĺŀĲ SFBDIFT B NJOJNVN BU UIF USVF WBMVF PG UIF
NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF 	UIF HSBZ EPUUFE MJOFT JO UIF DPOUPVS QMPU
Ʊ "TTVNJOH WBMVFT UIBU BSF NVDI
WBMVFT PG Z Y BOE [ XIFO 	UIF GVMMZ PCTFSWFE
 T JT HSFBUFS UIBO JUT NFBO 8F DSFBUFE UIF USVF MBUFOU EBUB (Y∗, [∗, T) CZ ESBXJOH
GSPN B NVMUJWBSJBUF OPSNBM XJUI NFBO WFDUPS (š, ş, ŝ) BOE DPWBSJBODF NBUSJY 	Ɖƍ ƈƍ−Ŝ.Ş ƈƍ Ɖƍ−Ŝ.Ş−Ŝ.Ş−Ŝ.Ş ƈƍ

Ǝ *O UIJT TJNVMBUJPO UIF WBSJBODF PG UIF FTUJNBUFT JT TXBNQFE CZ UIF TRVBSFE CJBT PG UIF FTUJNBUFT TP UIBU BOZ EJČFSFODF JO
UIF ĺŀĲ JT BMNPTU FOUJSFMZ EVF UP CJBT SBUIFS UIBO FďDJFODZ .PSF TVDDJODUMZ UIFTF QMPUT BSF TVCTUBOUJWFMZ TJNJMBS JG XF SFQMBDF
ĺŀĲ XJUI CJBT
ƌƏ
UPP IJHI BMTP MFBET UP MBSHFS ĺŀĲT CVU UIF ĕHVSF SFWFBMT POF PG UIF UZQFT PG SPCVTUOFTT PG UIF ĺļ
QSPDFEVSF JO UIBU B MBSHF SFHJPO FYJTUT XIFSF ĺŀĲ JT SFEVDFE SFMBUJWF UP UIF OBJWF NPEFM BTTVNJOH OP
FSSPS BOE TP POF OFFE OPU LOPX UIF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF FYDFQU WFSZ HFOFSBMMZ 8F EJTDVTT UIJT
JTTVF GVSUIFS CFMPX
$ĮŁĲĴļĿĶİĮĹ ŃĮĿĶĮįĹĲŀ ĺĲĮŀłĿĲı ńĶŁĵ ĲĿĿļĿ 8IJMF PVS JNQVUBUJPO NPEFM BTTVNFT UIF EBUB JT
ESBXO GSPN B NVMUJWBSJBUF OPSNBM EJTUSJCVUJPO OPOOPSNBM WBSJBCMFT TVDI BT DBUFHPSJDBM WBSJBCMFT DBO
CF JODMVEFE JO UIF JNQVUBUJPO BOE DBO FWFO CF PWFSJNQVUFE GPS NFBTVSFNFOU FSSPS *U JT XFMM LOPXO JO
UIF NVMUJQMF JNQVUBUJPO MJUFSBUVSF UIBU JNQVUBUJPO WJB B OPSNBM NPEFM XPSLT XFMM GPS DBUFHPSJDBM
WBSJBCMFT BOE JOEFFE BT XFMM BT NPEFMT EFTJHOFE FTQFDJBMMZ GPS DBUFHPSJDBM WBSJBCMFT BOE FWFO XIFO UIF
BOBMZTJT NPEFM JT OPOMJOFBS 	4DIBGFS ƉƑƑƏ 4DIBGFS BOE 0MTFO ƉƑƑƐ
 0VS PXO EFUBJMFE TJNVMBUJPOT 	OPU
QSFTFOUFE IFSF
 DPOĕSN UIBU UIJT TUBOEBSE SFTVMU GPS .* BMTP BQQMJFT UP .0
ƊƊƍ $ļĺĽĮĿĶŀļĻ Łļ 0ŁĵĲĿ .ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ &ĿĿļĿ $ļĿĿĲİŁĶļĻ 5ĲİĵĻĶľłĲŀ
.FBTVSFNFOU FSSPS JT B DPSF UISFBU UP TUBUJTUJDBM BOBMZTJT BOE NBOZ IBWF QSPQPTFE TPMVUJPOT UP JUT
QSPCMFNT ćFTF TPMVUJPOT CSPBEMZ GBMM JOUP UXP DBNQT HFOFSBMQVSQPTF NFUIPET BOE
BQQMJDBUJPOTQFDJĕD NFUIPET (FOFSBMQVSQPTF NFUIPET BSF FBTJMZ JNQMFNFOUFE BDSPTT B XJEF WBSJFUZ
PG NPEFMT XIJMF BQQMJDBUJPOTQFDJĕD NFUIPET BSF DMPTFMZ UBJMPSFE UP B QBSUJDVMBS DPOUFYU 'PS NPSF
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF WBSJPVT BQQSPBDIFT UP NFBTVSFNFOU FSSPS TFF 'VMMFS 	ƉƑƐƏ
 BOE $BSSPMM
3VQQFSU BOE 4UFGBOTLJ 	ƉƑƑƍ

ćF ĕSTU HFOFSBMQVSQPTF NFUIPE SFHSFTTJPO DBMJCSBUJPO 	$BSSPMM BOE 4UFGBOTLJ ƉƑƑƈ
 JT TJNJMBS JO
TQJSJU UP ĺļ JO UIBU JU SFQMBDFT UIF PCTFSWFE NJTNFBTVSFE WBSJBCMF XJUI BO FTUJNBUF PG UIF VOEFSMZJOH
VOPCTFSWFE WBSJBCMF BOE UIFO QFSGPSNT UIF EFTJSFE BOBMZTJT PO UIJT iDBMJCSBUFE EBUBw *O GBDU POF DBO
UIJOL PG ĺļ BT BO DPNCJOBUJPO PG SFHSFTTJPO DBMJCSBUJPO BOE NVMUJQMF JNQVUBUJPO UXP NFUIPET
QSFWJPVTMZ UIPVHIU BT EJTUJODU BOE JO DPNQFUJUJPO XJUI POF BOPUIFS 	$PMF $IV BOE (SFFOMBOE ƊƈƈƎ

"T 8IJUF 	ƊƈƈƎ
 QPJOUT PVU NVMUJQMF JNQVUBUJPO SFMJFT PO WBMJEBUJPO EBUB BOE JHOPSFT BOZ SFQMJDBUF
ƌƐ
NFBTVSFT BOE SFHSFTTJPO DBMJCSBUJPO JHOPSFT BOZ WBMJEBUJPO EBUB DPNQMFUFMZ ĺļ DPNCJOFT UIF CFTU QBSUT
PG FBDI PG UIFTF BQQSPBDIFT CZ VUJMJ[JOH BMM JOGPSNBUJPO XIFO JU JT BWBJMBCMF
ćF FBTJFTU UFDIOJRVF UP JNQMFNFOU JT B TJNQMF NFUIPEPGNPNFOUT FTUJNBUPS XIJDI FYQMPJUT UIF
FYBDU SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF CJBTFE FTUJNBUFT BOE UIF BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS QSFTFOU JO UIF
EBUB ćJT FTUJNBUPS TJNQMZ DPSSFDUT B CJBTFE FTUJNBUF PG B MJOFBS SFHSFTTJPO DPFďDJFOU CZ EJWJEJOH JU CZ
UIF SFMJBCJMJUZ SBUJP ѫŞY∗/ѫŞX ćJT UFDIOJRVF EFQFOET IFBWJMZ PO UIF FTUJNBUF PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS
WBSJBODF BOE JO PVS TJNVMBUJPOT IBT QPPS QSPQFSUJFT XIFO UIJT FTUJNBUF JT JODPSSFDU 'VSUIFS UIF
NFUIPEPGNPNFOU UFDIOJRVF SFRVJSFT UIF BOBMZTJT NPEFM UP CF MJOFBS
0UIFS HFOFSBM BQQSPBDIFT UP NFBTVSFNFOU FSSPS JODMVEF TJNVMBUJPOFYUSBQPMBUJPO PS 4*.&9 	$PPL
BOE 4UFGBOTLJ ƉƑƑƌ
 BOE NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET 	-FBNFS ƉƑƏƐ ,MFQQFS BOE -FBNFS ƉƑƐƌ #MBDL
#FSHFS BOE 4DPUU Ɗƈƈƈ
 ćFTF BSF CPUI FYDFMMFOU BQQSPBDIFT UP NFBTVSFNFOU FSSPS CVU UIFZ CPUI IBWF
GFBUVSFT UIBU MJNJU UIFJS HFOFSBM BQQMJDBCJMJUZ 4*.&9 JT EFTJHOFE UP TJNVMBUF UIF FČFDU PG BEEJOH
BEEJUJPOBMNFBTVSFNFOU FSSPS UP B TJOHMF NJTNFBTVSFE WBSJBCMF UIFO VTF UIFTF TJNVMBUJPOT UP
FYUSBQPMBUF CBDL UP UIF DBTF XJUI OP NFBTVSFNFOU FSSPS *O TJUVBUJPOT XJUI NVMUJQMF NJTNFBTVSFE
WBSJBCMFT 4*.&9 CFDPNFT IBSEFS UP DPNQVUF BOE NPSF EFQFOEFOU PO UIF FYUSBQPMBUJPO NPEFM ćF
NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET BSF VTFGVM GPS TQFDJGZJOH B SBOHF PG QBSBNFUFS WBMVFT DPOTJTUFOU XJUI B
DFSUBJO TFU PG BTTVNQUJPOT PO UIF FSSPS NPEFM #PVOET UZQJDBMMZ SFRVJSF GFXFS BTTVNQUJPOT UIBO PVS
NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO NPEFM CVU PCWJPVTMZ FMJNJOBUF UIF QPTTJCJMJUZ PG QPJOU FTUJNBUJPO "
DPNQSFIFOTJWF BQQSPBDI UP NFBTVSFNFOU FSSPS DPVME VUJMJ[F NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET XJUI UIF
PWFSJNQVUBUJPO CPVOET BOE QPJOU FTUJNBUFT CFMPX
4USVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMJOH 	4&.
 BUUFNQUT UP TPMWF UIF QSPCMFN PG NFBTVSFNFOU FSSPS JO B
EJČFSFOU XBZƲ ćF HPBM PG 4&. JT UP ĕOE MBUFOU EJNFOTJPOT UIBU DPVME IBWF HFOFSBUFE B IPTU PG PCTFSWFE
NFBTVSFT XIJMF PVS HPBM JT UP SJE B QBSUJDVMBS WBSJBCMF 	PS WBSJBCMFT
 PG JUT NFBTVSFNFOU FSSPS 8IJMF
EJTDPWFSJOH BOE NFBTVSJOH MBUFOU DPODFQUT JT B VTFGVM BOE DPNNPO UBTL JO QPMJUJDBM TDJFODF UIFSF BSF
Ə -FF 	ƊƈƈƏ
 DPWFST B OVNCFS PG #BZFTJBO BQQSPBDIFT UP TUSVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMJOH JODMVEJOH TPNF UIBU UBLF JOUP DPO
TJEFSBUJPO NJTTJOH EBUB
ƌƑ
NBOZ DBTFT JO XIJDI XF XBOU UP NFBTVSF UIF FČFDU PG B TQFDJĕD WBSJBCMF BOE NFBTVSFNFOU FSSPS TUBOET
JO UIF XBZ 4&. XPVME TXFFQ UIBU WBSJBCMF VQ JOUP B MBSHFS DPOTUSVDU BOE QFSIBQT NVEEMF UIF RVFTUJPO
BU IBOE ćVT ĺļ JT OPU TP NVDI B SFQMBDFNFOU GPS 4&. CVU SBUIFS BO BQQSPBDI UP B EJČFSFOU TFU PG
TVCTUBOUJWF RVFTUJPOT 'VSUIFSNPSF ĺļ JT CFUUFS FRVJQQFE UP IBOEMF HPMETUBOEBSE BOE WBMJEBUJPO EBUB
TJODF JU JT VODMFBS IPX UP JODPSQPSBUF UIFTF JOUP B TUSVDUVSBM FRVBUJPO NPEFMJOH GSBNFXPSL
ƊƋ 4ĽĲİĶĳņĶĻĴ ļĿ &ŀŁĶĺĮŁĶĻĴ ŁĵĲ .ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ &ĿĿļĿ 7ĮĿĶĮĻİĲ
ćF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF JT VOJEFOUJĕFE JO PVS BQQSPBDI BOE BMM PUIFST XJUIPVU TPNF GVSUIFS
EBUB PS BTTVNQUJPOT 	4UFGBOTLJ Ɗƈƈƈ
 8IFO MJUUMF PS OP FYUSB JOGPSNBUJPO JT BWBJMBCMF XF TIPX IPX UP
SFQBSBNFUSJ[F ѫŞV UP B TDBMF UIBU JT FBTJFS UP VOEFSTUBOE BOE IPX XF DBO QSPWJEF CPVOET PO UIF RVBOUJUZ
PG JOUFSFTU 	4FDUJPO ƊƋƉ
 8IFO SFQMJDBUFE DPSSFMBUFE QSPYJFT BSF BWBJMBCMF XF TIPX IPX UP FTUJNBUF ѫŞV
EJSFDUMZ 	4FDUJPO ƊƋƊ
 "OE ĕOBMMZ XF TIPX IPX UP QSPDFFE XIFO ѫŞV WBSJFT PWFS UIF EBUB TFU PS XIFO
HPME TUBOEBSE PCTFSWBUJPOT BSF BWBJMBCMF 	4FDUJPO ƊƋƋ

ƊƋƉ *ĻŁĲĿĽĿĲŁĮŁĶļĻ ŁĵĿļłĴĵ 3ĲĽĮĿĮĺĲŁĿĶŇĮŁĶļĻ ĮĻı #ļłĻıĶĻĴ
4FDUJPO ƊƊƌ TIPXT UIBU VTJOH UIF USVF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF ѫŞV XJUI ĺļ XJMM HSFBUMZ SFEVDF UIF
CJBT BOE ĺŀĲ SFMBUJWF UP UIF VTVBM QSPDFEVSF PG NBLJOH CFMJFWF NFBTVSFNFOU FSSPS EPFT OPU FYJTU 	XIJDI
XF SFGFS UP BT UIF iEFOJBMw FTUJNBUPS
 .PSFPWFS JO UIF TJNVMBUJPO QSFTFOUFE UIFSF 	BOE JO PUIFST XF
IBWF SVO
 UIF SFTFBSDIFS OFFET POMZ IBWF B HFOFSBM TFOTF PG UIF WBMVF PG UIFTF WBSJBODFT UP HSFBUMZ
EFDSFBTF UIF CJBT PG UIF FTJNBUFT 0G DPVSTF LOPXJOH UIF WBMVF PG ѫŞV 	PS ѫV
 JT OPU BMXBZT PCWJPVT
FTQFDJBMMZ PO JUT HJWFO TDBMF *O UIJT TFDUJPO XF EFBM XJUI UIJT QSPCMFN CZ SFQBSBNFUFSJ[JOH JU JOUP B
NPSF JOUVJUJWF RVBOUJUZ BOE UIFO QVUUJOH CPVOET PO UIF VMUJNBUF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU
ćF BMUFSOBUJWF QBSBNFUSJ[BUJPO XF IBWF GPVOE VTFGVM JT UIF QSPQPSUJPO PG UIF QSPYZ WBSJBCMFT PCTFSWFE
WBSJBODF EVF UP NFBTVSFNFOU FSSPS XIJDI XF EFOPUF Ѫ = ѫŞVѫŞY+ѫŞV =
ѫŞV
ѫŞX , XIFSF ѫ
Ş
X UIF WBSJBODF PG PVS
QSPYZ ćJT JT FBTZ UP DBMDVMBUF EJSFDUMZ JG UIF QSPYZ JT PCTFSWFE GPS BO FOUJSF WBSJBCMF 	PS BU MFBTU NPSF
ƍƈ
UIBO POF DFMM WBMVF
 ćVT JG XF LOPX UIF FYUFOU PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS XF DBO DSFBUF BO FTUJNBUFE
WFSTJPO PG ѫˆŞV = ѪѫˆŞX BOE TVCTUJUVUF JU GPS ѫŞV JO UIF DPNQMFUFEBUB MJLFMJIPPE 	ƊƐ

*O 'JHVSF ƊƊ XF QSFTFOU .POUF $BSMP TJNVMBUJPOT PG IPX PVS NFUIPE XPSLT XIFO XF BMUFS PVS
BTTVNQUJPOT PO UIF TDBMF PG Ѫ SBUIFS UIBO ѫŞVƳ .PSF JNQPSUBOUMZ JU TIPXT IPX QSPWJEJOH MJUUMF PS OP
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF NFBTVSFNFOU FSSPS DBO CPVOE UIF RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU -FBNFS 	ƉƑƏƐ QQ
ƊƋƐoƊƌƋ
 TIPXFE UIBU XF DBO VTF B TFSJFT PG SFWFSTF SFHSFTTJPOT JO PSEFS UP CPVOE UIF USVF DPFďDJFOU
XJUIPVU NBLJOH BOZ BTTVNQUJPOT BCPVU UIF BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS 8F DPNQBSF UIFTF
iNJOJNBMBTTVNQUJPOw CPVOET UP UIF NPSF NPEFMCBTFE NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO CPVOET ćF WFSUJDBM
BYJT JO UIF MFę QBOFM JT UIF WBMVF PG UIF DPFďDJFOU PG B SFHSFTTJPO PG UIF PWFSJNQVUFE X PO Z ćF PSBOHF
QPJOUT BOE WFSUJDBM MJOFT BSF UIF FTUJNBUFT BOE ƑƍŰ DPOĕEFODF JOUFSWBMT GSPN PWFSJNQVUBUJPO BT XF
DIBOHF PVS BTTVNQUJPO BCPVU Ѫ PO UIF IPSJ[POUBM BYJT
8F DBO TFF UIBU UIF EFOJBM FTUJNBUPS XIJDI USFBUT X BT JG JU XFSF QFSGFDUMZ NFBTVSFE 	JO SFE
 TFWFSFMZ
VOEFSFTUJNBUFT UIF FČFDU DBMDVMBUFE GSPN UIF DPNQMFUF EBUB 	TPMJE CMVF IPSJ[POUBM MJOF
 BT XF NJHIU
FYQFDU GSPN UIF TUBOEBSE BUUFOVBUJPO SFTVMU "T XF BTTVNF IJHIFS MFWFMT PG Ѫ XJUI ĺļ PVS FTUJNBUFT
NPWF TNPPUIMZ UPXBSE UIF DPSSFDU JOGFSFODF IJUUJOH JU SJHIU XIFO Ѫ SFBDIFT JUT USVF WBMVF 	EFOPUFE CZ
UIF WFSUJDBM EBTIFE MJOF
 *ODSFBTJOH Ѫ BęFS UIJT QPJOU MFBET UP PWFSDPSSFDUJPOT CVU POF OFFET UP IBWF B
WFSZ CBE FTUJNBUF PG Ѫ UP NBLF UIJOHT XPSTF UIBO UIF EFOJBM FTUJNBUPS ćF SPPU NFBO TRVBSF FSSPS MFBET
UP B TJNJMBS DPODMVTJPO BOE JT UIVT BMTP NJOJNJ[FE BU UIF DPSSFDU WBMVF PG Ѫ
" DSVDJBM GFBUVSF PG ĺļ JT UIBU JU DBO CF JOGPSNBUJWF FWFO JG POF IBT IJHIMZ MJNJUFE LOPXMFEHF PG UIF
EFHSFF PG NFBTVSFNFOU FSSPS 5P JMMVTUSBUF UIJT UIF MFę QBOFM PG 'JHVSF ƊƊ PČFST UXP TFUT PG CPVOET PO
UIF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU FBDI CBTFE PO EJČFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU Ѫ 8F VTF UIF SFWFSTF SFHSFTTJPO
UFDIOJRVF PG -FBNFS 	ƉƑƏƐ
 UP HFOFSBUF NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET XIJDI NBLF OP BTTVNQUJPOT
BCPVU Ѫ 	UIF NFBO PG UIFTF CPVOET BSF JO MJHIU UBO
 *O QSBDUJDF JU XPVME CF IBSE UP KVTUJGZ VTJOH B
Ɛ 'PS UIFTF TJNVMBUJPOT XF IBWF ZJ = ќYJ + џJ XJUI ќ = ŝ џJ ∼ N (Ŝ, ŝ.šŞ) Y∗J ∼ N (š, ŝ) BOE ѫŞV = ŝ ćVT XF IBWF



































'JHVSF ƊƊ 4JNVMBUJPO SFTVMUT VTJOH UIF EFOJBM FTUJNBUPS 	UIBU BTTVNFT OP NFBTVSFNFOU FSSPS JO SFE
 UIF
DPNQMFUFEBUB JOGFBTJCMF FTUJNBUPS 	JO CMVF
 BOE UIF ĺļ FTUJNBUPS 	JO PSBOHF
 XJUI WBSZJOH BTTVNQUJPOT BCPVU
UIF EFHSFF PG NJTNFBTVSFNFOU ćF ĺļ FTUJNBUPS BU UIF DPSSFDU WBMVF PG Ѫ JT JO EBSL SFE ćF MFę QBOFM TIPXT
FTUJNBUFT PG UIF DPFďDJFOUT PG JOUFSFTU BMPOH XJUI DPOĕEFODF CBOET *O UIF CBDLHSPVOE UIF MJHIU UBO BSFB TIPXT
UIF NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET BOE UIF EBSL UBO SFHJPO HJWFT CPVOET BTTVNJOH Ѫ ∈ [Ŝ.Ŝš, Ŝ.Ţ] ćF SJHIU QBOFM
TIPXT ĺŀĲ GPS UIF TBNF SBOHF PG FTUJNBUFT
ƍƊ
WBSJBCMF XJUI PWFS ƐƈŰ NFBTVSFNFOU FSSPS CVU FWFO JO UIJT FYUSFNF TJUVBUJPO UIF CPVOET PO UIF
RVBOUJUZ PG JOUFSFTU EP DPOWFZ B HSFBU EFBM PG JOGPSNBUJPO ćFZ JOEJDBUF GPS FYBNQMF UIBU UIF EFOJBM
FTUJNBUPS JT BO VOEFSFTUJNBUF PG UIF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU BOE BMNPTU TVSFMZ XJUIJO BQQSPYJNBUFMZ UIF
SBOHF <ƈƍƉƏƍ> /PUF UIBU BMM PG PVS ĺļ FTUJNBUFT BSF XJUIJO UIFTF CPVOET *O TJNVMBUJPO JO XIJDI XF
MPXFSFE UIF USVF Ѫ XF IBWF GPVOE UIBU FWFO ESBNBUJD PWFSFTUJNBUFT PG Ѫ TUJMM MFBE UP ĺļ FTUJNBUFT UIBU
PCFZ UIFTF CPVOETƴ
"MUFSOBUJWFMZ XF NJHIU DPOTJEFS NBLJOH B NPSF JOGPSNBUJWF 	BOE SFBTPOBCMF
 BTTVNQUJPO BCPVU Ѫ
4VQQPTF UIBU XF LOPX UIBU UIFSF JT TPNF QPTJUJWF NFBTVSFNFOU FSSPS CVU UIBU MFTT UIBO ƏƈŰ PG UIF
PCTFSWFE WBSJBODF JT EVF UP NFBTVSFNFOU FSSPS ćFTF BSF JOGPSNBUJWF BTTVNQUJPOT BCPVU Ѫ BOE BMMPX
ĺļ UP FTUJNBUF CPVOET PO UIF FTUJNBUFE DPFďDJFOU ćF SFTVMU JT UIBU UIF CPVOET TISJOL 	JO EBSL UBO
NBSLFE iĺļCBTFEw
 DMPTFS BSPVOE UIF USVUI ĺļ UIVT IFMQT SFTFBSDIFST MFBSO BCPVU IPX WBSJPVT
BTTVNQUJPOT BCPVU NFBTVSFNFOU FSSPS BČFDU UIFJS FTUJNBUFTƬƫ ćFTF CPVOET EFQFOE PO UIF JNQVUBUJPO
NPEFM CVU CFDBVTF ĺļ BMMPXT GPS BSCJUSBSZ QBUUFSOT PG NJTNFBTVSFNFOU UIJT CPVOEJOH QSPDFEVSF JT
FYUSBPSEJOBSJMZ ĘFYJCMF ćF ĺļCBTFE CPVOEJOH BQQSPBDI UP NFBTVSFNFOU FSSPS TIJęT UIF CVSEFO
GSPN DIPPTJOH UIF DPSSFDU TIBSF PG NFBTVSFNFOU FSSPS UP DIPPTJOH B SBOHF PG QMBVTJCMF TIBSFT
3FTFBSDIFST NBZ GFFM DPNGPSUBCMF BTTVNJOH BXBZ IJHIFS WBMVFT PG Ѫ TJODF XF NBZ MFHJUJNBUFMZ DPOTJEFS
B WBSJBCMF XJUI TBZ ƐƈŰ NFBTVSFNFOU FSSPS BT B EJČFSFOU WBSJBCMF FOUJSFMZ ćF MPXFS CPVOE PO Ѫ DBO
PęFO CF DMPTF UP ƈ JO PSEFS UP BMMPX GPS TNBMM BNPVOUT PG NFBTVSFNFOU FSSPS ƬƬ
ćJT ĕHVSF BMTP IJHIMJHIUT UIF EBOHFST PG JODPSSFDUMZ TQFDJGZJOH Ѫ "T XF BTTVNF UIBU NPSF PG UIF
QSPYZ JT NFBTVSFNFOU FSSPS XF FWFOUVBMMZ PWFSTIPPU UIF USVF DPFďDJFOU BOE CFHJO UP TFF JODSFBTFE
ĺŀĲ /PUF UIPVHI UIBU UIFSF JT BHBJO DPOTJEFSBCMF SPCVTUOFTT UP JODPSSFDUMZ TQFDJGZJOH UIF QSJPS JO UIJT
Ƒ .PSF HFOFSBMMZ TJNVMBUJPOT SVO BU WBSJPVT WBMVFT PG UIF USVF Ѫ MFBE UP UIF TBNF RVBMJUBUJWF SFTVMUT BT QSFTFOUFE IFSF
6OEFSFTUJNBUFT PG Ѫ MFBE UP VOEFSFTUJNBUFT PG UIF USVF TMPQF BOE PWFSFTUJNBUF PG Ѫ MFBE UP PWFSFTUJNBUFT PG UIF USVF TMPQF
Ɖƈ *G XF VTF ĺļ BU BMM MFWFMT PG Ѫ UP HFOFSBUF UIF NPTU BTTVNQUJPOGSFF ĺļCBTFE CPVOET QPTTJCMF UIF CPVOET MBSHFMZ BHSFF
XJUI UIF NJOJNBMBTTVNQUJPOT CPVOET
ƉƉ ćFTF TJNVMBUJPOT BMTP QPJOU UP B VTF PG ĺļ BT UPPM GPS TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT ĺļ OPU POMZ QSPWJEFT CPVOET PO UIF RVBOUJUJFT
PG JOUFSFTU CVU DBO QSPWJEF XIBU UIF FTUJNBUFE RVBOUJUZ PG JOUFSFTU XPVME CF VOEFS WBSJPVT BTTVNQUJPOT BCPVU UIF BNPVOU PG
NFBTVSFNFOU FSSPS
ƍƋ
DBTF "OZ QPTJUJWF WBMVF Ѫ EPFT CFUUFS UIBO UIF OBJWF FTUJNBUPS VOUJM XF BTTVNF UIBU BMNPTU ƏƈŰ PG UIF
QSPYZ WBSJBODF JT EVF UP FSSPS ćJT SFTVMU XJMM WBSZ PG DPVSTF XJUI UIF USVF EFHSFF PG NFBTVSFNFOU FSSPS
BOE UIF NPEFM VOEFS TUVEZ
ƊƋƊ &ŀŁĶĺĮŁĶļĻ ńĶŁĵ .łĹŁĶĽĹĲ 1ĿļŅĶĲŀ
8IFO NVMUJQMF QSPYJFT 	PS iSFQFBUFE NFBTVSFTw
 PG UIF TBNF USVF WBSJBCMF BSF BWBJMBCMF XF DBO VTF
SFMBUJPOTIJQT BNPOH UIFN UP QSPWJEF QPJOU FTUJNBUFT PG UIF SFRVJSFE WBSJBODFT BOE UP TFU UIF QSJPST JO
ĺļ 'PS FYBNQMF TVQQPTF GPS UIF TBNF USVF WBSJBCMF Y∗ XF IBWF UXP VOCJBTFE QSPYJFT XJUI OPSNBM
FSSPST UIBU BSF JOEFQFOEFOU BęFS DPOEJUJPOJOH PO Y∗










XIFSF B, C, D BSF VOLOPXO QBSBNFUFST UIBU SFTDBMF UIF BEEJUJPOBM QSPYZ NFBTVSF UP B EJČFSFOU SBOHF
NFBO BOE EJČFSFOU EFHSFF PG NFBTVSFNFOU FSSPS ćF DPWBSJBODFT BOE DPSSFMBUJPOT CFUXFFO UIFTF








= ѝ WBS(Y∗)/WBS(Xŝ) XIFSF B
JT POF PG UIF TDBMF QBSBNFUFST BCPWF BOE ѝ JT B SBUJP
ѝŞ = BŞ WBS(Xŝ)WBS(XŞ)
=
WBS(Y∗) + WBS(V)
WBS(Y∗) + (DŞ/BŞ)WBS(V) 	ƊƉƈ

*G UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT VODPSSFMBUFE XJUI Y∗ UIF WBSJBODFT EFDPNQPTF BT ѫŞV = ѫŞXŝ − ѫŞY∗  ćJT MFBET
UP UXP GFBTJCMF FTUJNBUFT PG UIF FSSPS WBSJBODFT GPS TFUUJOH QSJPST 'JSTU
TŞ(V) = WBS(Xŝ)− DPW(Xŝ,XŞ) = WBS(Xŝ)− WBS(Y∗) B 	ƊƉƉ

ƍƌ
XIJDI JT FYBDUMZ DPSSFDU XIFO B= ŝ UIBU JT XIFO XŞ JT PO UIF TBNF TDBMF 	XJUI QPTTJCMZ EJČFSJOH
JOUFSDFQU





= WBS(Xŝ)− WBS(Y∗) ѝ 	ƊƉƊ

XIJDI JT FYBDUMZ DPSSFDU XIFO D=B⇔ ѝ= ŝ UIBU JT UIF TFDPOE QSPYZ IBT UIF TBNF SFMBUJWF QSPQPSUJPO
PG FSSPS BT UIF PSJHJOBM QSPYZ
ƊƋƋ &ŀŁĶĺĮŁĶļĻ ńĶŁĵ )ĲŁĲĿļŀĸĲıĮŀŁĶİ .ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ &ĿĿļĿ
*O TPNF BQQMJDBUJPOT UIF BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS NBZ WBSZ BDSPTT PCTFSWBUJPOT "MUIPVHI NPTU
DPSSFDUJPOT JO UIF MJUFSBUVSF JHOPSF UIJT QPTTJCJMJUZ JU JT FBTZ UP JODMVEF JO UIF ĺļ GSBNFXPSL BOE EPJOH
TP PęFO NBLFT FTUJNBUJPO FBTJFS 5P JODMVEF UIJT JOGPSNBUJPO NFSFMZ BEE B TVCTDSJQU J UP UIF WBSJBODF PG
UIF NFBTVSFNFOU FSSPS Q(XJ|Y∗J , ѫŞVJ) = N (XJ|Y∗J , ѫŞVJ) 8F DPOTJEFS UXP FYBNQMFT
'JSTU TVQQPTF UIF EBUB JODMVEF TPNF PCTFSWBUJPOT NFBTVSFE XJUI FSSPS BOE TPNF XJUIPVU FSSPS ćBU
JT GPS GVMMZ PCTFSWFE EBUB QPJOUT MFU
XJ = Y∗J  PS FRVJWBMFOUMZ ѫŞVJ = Ŝ ćJT JNQMJFT UIBU Q(XJ|Y∗J ) ESPQT PVU PG UIF DPNQMFUFEBUB
MJLFMJIPPE BOE Y∗J CFDPNFT BO PCTFSWFE DFMM ćFO UIF JNQVUBUJPO NPEFM XPVME POMZ PWFSJNQVUF DFMM
WBMVFT NFBTVSFE XJUI FSSPS BOE MFBWF UIF iHPMETUBOEBSEw PCTFSWBUJPOT BT JT *G UIF PUIFS PCTFSWBUJPOT
IBWF B DPNNPO FSSPS WBSJBODF ѫŞV UIFO XF DBO FBTJMZ FTUJNBUF UIJT RVBOUJUZ TJODF UIF WBSJBODF PG UIF
HPMETUBOEBSE PCTFSWBUJPOT JT ѫŞY BOE UIF NJTNFBTVSFE PCTFSWBUJPOT IBWF WBSJBODF ѫŞY + ѫŞV ćJT MFBET
UP UIF GFBTJCMF FTUJNBUPS
ѫˆŞV = ѫˆŞNN − ѫˆŞHT, 	ƊƉƋ

XIFSF ѫˆŞNN JT UIF FTUJNBUFE WBSJBODF PG UIF NJTNFBTVSFE PCTFSWBUJPOT BOE ѫˆŞHT JT UIF FTUJNBUFE WBSJBODF
PG UIF HPMETUBOEBSE PCTFSWBUJPOTƬƭ
ƉƊ ćJT MPHJD BTTVNFT UIBU UIF HPMETUBOEBSE PCTFSWBUJPOT BSF B SBOEPN TBNQMF PG UIF PCTFSWBUJPOT 8IFO UIJT BTTVNQUJPO
JT JNQMBVTJCMF XF DBO VTF UIF SFQBSBNFUFSJ[BUJPO BQQSPBDI PG 4FDUJPO ƊƋƉ
ƍƍ
"T TFDPOE TQFDJBM DBTF PG IFUFSPTLFEBTUJD NFBTVSFNFOU FSSPS ĺļ DBO IBOEMF TJUVBUJPOT XIFSF UIF
WBSJBODF JT B MJOFBS GVODUJPO PG BOPUIFS WBSJBCMF ćBU JT XIFO ѫŞVJ = S;J XIFSF ;J JT WBSJBCMF BOE S JT UIF
QSPQPSUJPOBM DPOTUBOU SFMBUJOH UIF WBSJBCMF UP UIF FSSPS WBSJBODF *G XF LOPX S 	PS XF DBO FTUJNBUF JU
UISPVHI WBSJBODF GVODUJPO BQQSPBDIFT
 UIFO XF DBO FBTJMZ JODPSQPSBUF UIJT JOUP UIF QSJPS BCPWF VTJOH
Q(XJ|Y∗J , S,;J) ∼ N (XJ|Y∗J , S;J)
Ɗƌ $ļĿĿĲĹĮŁĲı 1ĿļŅĶĲŀ
*O UIJT TFDUJPO BOE UIF OFYU XF TIPX IPX ĺļ JT SPCVTU UP EBUB QSPCMFNT UIBU NBZ PDDVS JO B MBSHF
OVNCFS PG TFUUJOHT BOE BQQMJDBUJPOT 8F TIPX IFSF IPX ĺļ JT SPCVTU UP UIFPSFUJDBM NFBTVSFNFOU
EJMFNNBT UIBU PDDVS SFHVMBSMZ JO QPMJUJDBM TDJFODF EBUB *O UIF TFRVFM XF TIPX NPSF QSBHNBUJD
SPCVTUOFTT UP B OVNCFS PG NFBTVSFNFOU BQQMJDBUJPOT JO SFBM EBUB
6OUJM OPX XF IBWF BTTVNFE UIBU NFBTVSFNFOU FSSPS JT JOEFQFOEFOU PG BMM PUIFS WBSJBCMFT 8F OPX
TIPX IPX UP SFMBY UIJT BTTVNQUJPO .BOZ DPNNPO UFDIOJRVFT GPS USFBUJOH NFBTVSFNFOU FSSPS NBLF
UIJT TUSPOH BTTVNQUJPO BOE BSF OPU SPCVTU XIFO JU JT WJPMBUFE 'PS FYBNQMF QSPCBCMZ UIF NPTU
DPNNPOMZ JNQMFNFOUFE NFBTVSFNFOU FSSPS NPEFM 	JO UIF SBSF DBTFT UIBU B DPSSFDUJPO JT BUUFNQUFE BU
BMM
 JT UIF DMBTTJD FSSPSTJOWBSJBCMFT 	ĲĶŃ
 NPEFM 8F UIVT ĕSTU CSJFĘZ EFTDSJCF UIF ĲĶŃ NPEFM UP JMMVTUSBUF
UIF TUSPOH BTTVNQUJPOT SFRVJSFE ćF ĲĶŃ NPEFM JT BMTP B OBUVSBM QPJOU PG DPNQBSJTPO UP ĺļ TJODF CPUI
DBO CF UIPVHIU PG BT SFQMBDJOH NJTNFBTVSFE PCTFSWBUJPOT XJUI QSFEJDUJPOT GSPN BVYJMJBSZ NPEFMT
ƊƌƉ 5ĵĲ 'ļłĻıĮŁĶļĻ 5ĵĲ &ĿĿļĿŀĶĻŃĮĿĶĮįĹĲŀ .ļıĲĹ
"T CFGPSF BTTVNF ZJ BOE Y∗J BSF KPJOUMZ OPSNBM XJUI QBSBNFUFST BT JO 	ƋƉ
 4VQQPTF JOTUFBE PG Y∗ XF
IBWF B TFU PG QSPYZ WBSJBCMFT XIJDI BSF NFBTVSFT PG Y∗ XJUI TPNF BEEJUJPOBM OPSNBMMZ EJTUSJCVUFE
ƍƎ
SBOEPN OPJTF
XJŝ = Y∗J + VJ, VJ ∼ N (Ŝ, ѫŞV); 	ƊƉƌ

XJŞ = Y∗J + WJ, WJ ∼ N (Ŝ, ѫŞW); 	ƊƉƍ

PSEFSFE TVDI UIBU ѫŞV < ѫŞW NBLJOH Xŝ UIF TVQFSJPS PG UIF UXP QSPYJFT BT JU IBT MFTT OPJTF
4VQQPTF UIF USVF SFMBUJPOTIJQ JT ZJ = ћY∗J + џJŝ, BOE XF JOTUFBE VTF UIF CFTU BWBJMBCMF QSPYZ BOE
FTUJNBUF ZJ = ќXJŝ + џJŞ = ќ(Y∗J ) + ќ(VJ) + џJŞ 8F UIFO HFU TPNF EFHSFF PG BUUFOVBUJPO Ŝ < ќ < ћ
TJODF UIF DPFďDJFOU PO VJ TIPVME CF [FSP ćJT BUUFOVBUJPO JT TIPXO JO POF FYBNQMF JO UIF SJHIU PG
'JHVSF ƊƋ XIFSF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO Z BOE Xŝ TIPXO JO SFE JT XFBLFS UIBO UIF USVF SFMBUJPOTIJQ


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































'JHVSF ƊƋ 0O UIF MFę XF TFF UIF USVF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO Z BOE UIF MBUFOU Y∗ 8IFO UIF NJTNFBTVSFE QSPYZ Xŝ
JT VTFE JOTUFBE UIF FTUJNBUFE SFMBUJPOTIJQ 	TIPXO JO SFE
 JT BUUFOVBUFE DPNQBSFE UP UIF USVF SFMBUJPOTIJQ 	TIPXO
JO CMBDL JO CPUI HSBQIT





J(Y∗J + VJ − (Y∗ + V))(ZJ − Z¯)∑




J(Y∗J − Y¯∗)(ZJ − Z¯)∑
J(Y∗J − Y¯∗)Ş + ѫŞV
, 	ƊƉƎ

XIFSF Y∗ + V BOE Y¯∗ BSF UIF TBNQMF NFBOT PG Xŝ BOE Y∗ SFTQFDUJWFMZ ćF MBTU UFSN JO UIF EFOPNJOBUPS
ƍƏ
ѫŞV DBVTFT UIJT BUUFOVBUJPO *G UIF WBSJBODF PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT [FSP UIF UFSN ESPQT PVU BOE XF
HFU UIF DPSSFDU FTUJNBUF "T UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JODSFBTFT UIF SBUJP UFOET UP [FSP
ćF DPFďDJFOUT JO UIF ĲĶŃ BQQSPBDI DBO CF FTUJNBUFE FJUIFS EJSFDUMZ PS JO UXP TUBHFT " UXPTUBHF
FTUJNBUJPO QSPDFEVSF JT UIF DPNNPO GSBNFXPSL UP CVJME JOUVJUJPO BCPVU UIF NPEFM BOE UIF SPMF PG UIF
BEEJUJPOBM QSPYZ NFBTVSF *O UIJT BQQSPBDI XF ĕSTU PCUBJO FTUJNBUFT PG Y∗ GSPN UIF SFMBUJPOTIJQ
CFUXFFO UIF XT TJODF UIFZ POMZ TIBSF Y∗ JO DPNNPO XˆJŝ = ѝˆXJŞ BOE UIFO VTF UIFTF QSFEJDUJPOT UP
FTUJNBUF ZJ = ўXˆJŝ + џJş XIFSF OPX ўˆ JT BO VOCJBTFE FTUJNBUF PG ћ ćF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF UXP
QSPYZ WBSJBCMFT JT TIPXO JO UIF MFę PG 'JHVSF Ɗƌ BOE UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF ĕSTU TUBHF QSFEJDUFE
WBMVFT PG Xŝ BOE Z JT TIPXO JO HSFFO JO UIF SJHIU ĕHVSF ćJT DPJODJEFT BMNPTU FYBDUMZ XJUI UIF USVF














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































'JHVSF ƊƌćF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UXP NJTNFBTVSFE QSPYZ WBSJBCMFT 	MFę
 BOE UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF
QSFEJDUFE WBMVFT GSPN UIJT NPEFM BOE Z 	SJHIU
 ćF SFMBUJPOTIJQ IFSF TIPXO JO HSFFO SFDPWFST UIF USVF SFMBUJPO
TIJQ TIPXO JO CMBDL
*O 'JHVSF Ɗƍ XF JMMVTUSBUF IPX UIF ĲĶŃ NPEFM QFSGPSNT JO EBUB UIBU NFFU JUT BTTVNQUJPOT ćF CMBDL
EJTUSJCVUJPOT SFQSFTFOU UIF EJTUSJCVUJPO PG DPFďDJFOUT FTUJNBUFE XIFO UIF MBUFOU EBUB Y∗ JT BWBJMBCMF JO B
TJNVMBUFE EBUB TFU PG TJ[F ƊƈƈƬƮ ćF OBJWF SFHSFTTJPOT UIBU EP OPU BDDPVOU GPS NFBTVSFNFOU FSSPS BSF
TIPXO JO SFE JO CPUI HSBQIT ćF DPFďDJFOU PO Xŝ JT BUUFOVBUFE UP UPXBSET [FSP 	CPUUPN QBOFM
 ćF
FTUJNBUFE DPOTUBOU UFSN JT CJBTFE VQXBSET UP DPNQFOTBUF 	UPQ QBOFM
 *O FBDI TJNVMBUFE EBUB TFU XF
ƉƋ *O UIFTF TJNVMBUJPOT O = ŞŜŜ (Y∗, Z) ∼ N (Ѧ, ͓) Ѧ = (ŝ, ŝ) ͓ = (ŝ Ŝ.Š, Ŝ.Š ŝ) ѫŞV = Ŝ.š ѫŞW = Ŝ.š
ƍƐ
VTF UIF ĲĶŃ NPEFM 	JO HSFFO
 BOE TFF UIBU UIF EJTUSJCVUJPO PG FTUJNBUFE QBSBNFUFST VTJOH UIF QSPYJFT
SFTFNCMFT UIF EJTUSJCVUJPO VTJOH UIF MBUFOU EBUB BMUIPVHI XJUI TMJHIUMZ HSFBUFS WBSJBODF ćVT UIFSF JT
TPNF TNBMM FďDJFODZ MPTT CVU UIF ĲĶŃ NPEFM DMFBSMZ SFDPWFST VOCJBTFE FTUJNBUFT XIFO JUT BTTVNQUJPOT
BSF NFU




































Errors−In−Variables (with correct assumptions)
Overimputation


































'JHVSF Ɗƍ $PFďDJFOUT FTUJNBUFE GSPN WBSJBCMFT XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS 	TIPXO JO SFE
 BUUFOVBUF UIF FČFDU PG
UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF UPXBSET [FSP BOE BMTP CJBT UIF DPOTUBOU JO DPNQFOTBUJPO ćF FTUJNBUFT SFDPWFSFE GSPN
UIF ĲĶŃ NPEFM 	JO HSFFO
 SFDPWFS UIF USVF EJTUSJCVUJPO CVU BSF PG DPVSTF MFTT FďDJFOU 	TMJHIUMZ IJHIFS WBSJBODF

UIBO UIF PSJHJOBM MBUFOU EBUB 	JO CMBDL

8F BMTP SVO UIF ĺļ PO UIF TBNF TJNVMBUFE EBUB TFUT JO XIJDI XF SBO UIF ĲĶŃ NPEFM ćF EJTUSJCVUJPO
PG DPFďDJFOUT 	XIJDI XF QSFTFOU CFMPX
 SFDPWFST UIF EJTUSJCVUJPO UIBU XPVME IBWF CFFO FTUJNBUFE JG UIF
MBUFOU EBUB IBE CFFO BWBJMBCMF ćVT JO UIF TJNQMF TFUUJOH XIFSF UIF BTTVNQUJPOT PG UIF ĲĶŃ NPEFM BSF
NFU PVS BQQSPBDI QFSGPSNT FRVJWBMFOUMZ
ƍƑ
ƊƌƊ 3ļįłŀŁĻĲŀŀ Łļ 7ĶļĹĮŁĶĻĴ "ŀŀłĺĽŁĶļĻŀ
*G XF UIJOL PG UIF DPFďDJFOU PO Y∗ BT UIF SBUJP PG DPW(Y∗, Z) UP WBS(Y∗) UIFO UIF BUUFOVBUJPO JO FRVBUJPO
	ƊƉƎ
 JT CFJOH ESJWFO CZ UIF GBDU UIBU WBS(Xŝ) > WBS(Y∗) CFDBVTF PG UIF BEEFE NFBTVSFNFOU FSSPS
ćFSFGPSF WBS(Xŝ) JT OPU B HPPE FTUJNBUF PG WBS(Y∗) FWFO UIPVHI DPW(Xŝ, Z) JT B HPPE NFBTVSF PG
DPW(Y∗, Z) 8JUI UIJT JO NJOE UIF OVNFSJDBMMZ TJNQMFSCVU FRVJWBMFOUPOF TUBHF BQQSPBDI UP UIF
FSSPSTJOWBSJBCMFT NPEFM IBT B VTFGVM JOUVJUJPO 8F TVCTUJUVUF DPW(Xŝ,XŞ) BT BO FTUJNBUF PG WBS(Y∗)
CFDBVTF Xŝ,XŞ POMZ DPWBSZ UISPVHI Y∗ ćVT XF IBWF BT PVS FTUJNBUF PG UIF SFMBUJPOTIJQƬƯ
ўˆ =
∑
J(XJŝ − X¯ŝ)(ZJ − Z¯)∑




J(Y∗J −Y¯∗)Ş+ VJ(Y∗J −Y¯∗) + WJ(Y∗J −Y¯∗) + VJWJ
. 	ƊƉƏ

*O PSEFS UP SFDPWFS UIF USVF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO Y∗ BOE Z XF OFFE UIF MBTU UFSN JO UIF OVNFSBUPS BOE
UIF MBTU UISFF JO UIF EFOPNJOBUPS UP ESPQ PVU PG FRVBUJPO 	ƊƉƏ
 5P PCUBJO B DPOTJTUFOU FTUJNBUF UIFO
ĲĶŃ SFRVJSFT 	Ɖ
 &(VJ · ZJ) = Ŝ 	Ɗ
 &(VJ · Y∗J ) = Ŝ BOE &(WJ · Y∗J ) = Ŝ BOE 	Ƌ
 &(VJ · WJ) = Ŝ *OEFFE
XIFO UIFTF DPOEJUJPOT BSF OPU NFU UIF SFTVMUJOH CJBT JO UIF ĲĶŃ DPSSFDUJPO DBO FBTJMZ CF MBSHFS UIBO UIF
PSJHJOBM CJBT DBVTFE CZ NFBTVSFNFOU FSSPS )PXFWFS BT XF OPX TIPX JO UIF GPMMPXJOH UISFF
TVCTFDUJPOT ĺļ JT SPCVTU UP WJPMBUJPOT PG BMM CVU UIF MBTU DPOEJUJPO
.ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ ĲĿĿļĿ İļĿĿĲĹĮŁĲı ńĶŁĵ Z
ćF ĕSTU PG UIF DPOEJUJPOT GPS ĲĶŃ UP XPSL JT UIBU UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT VOSFMBUFE UP UIF PCTFSWFE
EFQFOEFOU WBSJBCMF "T BO FYBNQMF PG UIJT QSPCMFN XF NJHIU UIJOL UIBU JOGBOU NPSUBMJUZ JT SFMBUFE UP
JOUFSOBUJPOBM BJE CFDBVTF EPOPST XBOU UP SFEVDF DIJME EFBUIT *G DPVOUSJFT SFDFJWJOH BJE BSF JOUFOUJPOBMMZ
VOEFSSFQPSUJOH JOGBOU NPSUBMJUZ UP USZ UP DPOWJODF EPOPST UIF BJE JT XPSLJOH UIFO UIF NFBTVSFNFOU
FSSPS JO JOGBOU NPSUBMJUZ JT OFHBUJWFMZ DPSSFMBUFE XJUI UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF GPSFJHO BJE *G JOTUFBE
DPVOUSJFT TFBSDIJOH GPS BJE BSF JOUFOUJPOBMMZ PWFSSFQPSUJOH JOGBOU NPSUBMJUZ BT B TUJNVMVT GPS SFDFJWJOH
Ɖƌ *O B NVMUJWBSJBUF TFUUJOH UIJT CFDPNFT ўˆ = (8′ŝ8Ş)−ŝ8′ŝ: XIFSF8K JT UIF TFU PG SFHSFTTPST VTJOH UIF KUI QSPYZ NFBTVSF
GPS Y∗
Ǝƈ
BJE UIFO NFBTVSFNFOU FSSPS JT QPTJUJWFMZ DPSSFMBUFE XJUI UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF #PUI TDFOBSJPT BSF
DPODFJWBCMF ćJT QSPCMFN XJUI UIF FSSPSTJOWBSJBCMFT BQQSPBDI JT XFMM LOPXO CFDBVTF UIF
FSSPSTJOWBSJBCMFT NPEFM IBT BO JOTUSVNFOUBM WBSJBCMFT GSBNFXPSL BOE UIJT JT FRVJWBMFOU UP UIF
QSPCMFN PG UIF JOTUSVNFOU CFJOH FYPHFOPVT PG Z JO UIF NPSF DPNNPO VTBHF PG JOTUSVNFOUBM WBSJBCMFT
BT B USFBUNFOU GPS FOEPHFOFJUZ
*O 'JHVSF ƊƎB XF EFNPOTUSBUF UIJT CJBT XJUI TJNVMBUFE EBUBƬư ćF WJPMFU EFOTJUJFT TIPX UIF
EJTUSJCVUJPO PG QBSBNFUFS FTUJNBUFT XIFO UIFSF JT OFHBUJWF DPSSFMBUJPO PG ƈƉ 	EBTIFE
 BOE ƈƋ 	TPMJE

CFUXFFO UIF NFBTVSFNFOU FSSPS BOE UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF *O UIF MBUUFS DBTF UIF CJBT JO UIF DPSSFDUJPO
IBT FYDFFEFE UIF PSJHJOBM CJBT GSPN NFBTVSFNFOU FSSPS TUJMM EFQJDUFE JO SFE ćF CMVF EFOTJUJFT TIPX
UIBU QPTJUJWF DPSSFMBUJPO PG UIF FSSPST DSFBUF CJBT PG TJNJMBS NBHOJUVEF JO UIF PQQPTJUF EJSFDUJPO "HBJO
UIF TJ[F PG UIF CJBT DBO CF HSFBUFS UIBO UIBU PSJHJOBMMZ QSPEVDFE CZ UIF NFBTVSFNFOU FSSPS XF XFSF
BUUFNQUJOH UP DPSSFDU .PSFPWFS UIF DPNNPO CFMJFG XJUI NFBTVSFNFOU JTTVFT JT UIBU BOZ SFTVMUJOH CJBT
BUUFOVBUFT UIF DPFďDJFOUT TP UIBU FTUJNBUFT BSF BU MFBTU DPOTFSWBUJWF IPXFWFS IFSF XF TFF UIBU UIF CJBT
JO UIF FSSPSJOWBSJBCMFT BQQSPBDI DBO BDUVBMMZ FYBHHFSBUF UIF NBHOJUVEF PG UIF FČFDU
8F OPX BOBMZ[F UIF TBNF TJNVMBUFE EBUB TFUT XJUI ĺļ 5P BQQMZ UIF ĺļ NPEFM XF FTUJNBUF UIF
NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF GSPN UIF DPSSFMBUJPO CFUXFFO UIF UXP QSPYJFT BOE MFBWF UIF NFBO TFU UP UIF
CFUUFS QSPYZ "T 'JHVSF ƊƎC JOEJDBUFT ĺļ SFDPWFST UIF EJTUSJCVUJPO PG DPFďDJFOUT GPS FBDI PG UIF EBUB
HFOFSBUJPO QSPDFTTFT ćF HSFFO MJOF SFQSFTFOUT UIF EJTUSJCVUJPO XIFO UIFSF JT OP DPSSFMBUJPO ćF WJPMFU
MJOF SFQSFTFOUT UIF EJTUSJCVUJPO XIFO UIFSF JT QPTJUJWF DPSSFMBUJPO ćF CMVF MJOF 	CBSFMZ WJTJCMF VOEFS UIF
PUIFS UXP
 SFQSFTFOUT UIF EJTUSJCVUJPO XJUI OFHBUJWF DPSSFMBUJPO "MM UISFF EJTUSJCVUJPOT BSF DMPTF UP FBDI
PUIFS BOE DMPTF UP UIF USVF EJTUSJCVUJPO JO CMBDL VTJOH UIF MBUFOU EBUB
Ɖƍ *O UIFTF TJNVMBUJPOT TJNJMBS UP QSFWJPVT O = ŞŜŜ (Y∗, Z, V, W) ∼ N (Ѧ, ͓) Ѧ = (ŝ, ŝ, Ŝ, Ŝ) ͓ =
(ŝ Ŝ.Š Ŝ Ŝ, Ŝ.Š ŝ Ŝ Ѫ, Ŝ Ŝ ѫŞV Ŝ, Ŝ Ѫ Ŝ ѫŞW) ѫŞV = Ŝ.š ѫŞW = Ŝ.š ćVT UIF NFBTVSFNFOU FSSPST BSF ESBXO BU UIF TBNF UJNF
BT Y∗ BOE Z XJUI NFBO [FSP 8IJMF Ѫ BMMPXT UIF FSSPS W UP DPWBSZ XJUI Z BOE BDSPTT UIF TJNVMBUJPOT JU JT TFU BT POF PG
Ѫ ∈ {−Ŝ.ş,−Ŝ.ŝ, Ŝ.ŝ, Ŝ.ş} ćF PCTFSWFE NJTNFBTVSFE WBSJBCMFT BSF DPOTUSVDUFE BT Xŝ = Y∗ + V, XŞ = Y∗ + W
ƎƉ




















































EIV with Pos. Correlated Errors
EIV with Neg. Correlated Errors



















































 &TUJNBUFT GSPN &SSPSTJO7BSJBCMFT



























Overimputation with Pos.Corr. Errors
Overimputation with Neg.Corr. Errors



























 &TUJNBUFT GSPN .VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO
'JHVSF ƊƎ 8JUI EBUB HFOFSBUFE TP UIBU QSPYZ WBSJBCMFT BSF DPSSFMBUFE XJUI UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF ĲĶŃ 	MFę
HSBQIT
 HJWFT CJBTFE FTUJNBUFT XIFSFBT ĺļ 	SJHIU HSBQIT
 HJWFT SPCVTU VOCJBTFE FTUJNBUFT
.ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ ĲĿĿļĿ İļĿĿĲĹĮŁĲı ńĶŁĵ Y∗
ćF TFDPOE SFRVJSFNFOU PG UIF ĲĶŃ NPEFM JT UIBU UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT JOEFQFOEFOU PG UIF MBUFOU
WBSJBCMF *G GPS FYBNQMF XF CFMJFWF UIBU JODPNF JT QPPSMZ NFBTVSFE BOE XFBMUIJFS SFTQPOEFOUT GFFM
QSFTTVSF UP VOEFSSFQPSU UIFJS JODPNF XIJMF QPPSFS SFTQPOEFOUT GFFM QSFTTVSF UP PWFSSFQPSU UIFO UIF
NFBTVSFNFOU FSSPS DBO CF DPSSFMBUFE XJUI UIF MBUFOU WBSJBCMF
*O 'JHVSF ƊƏB XF EFNPOTUSBUF UIF CJBT UIJT QSPEVDFT JO ĲĶŃ )FSF UIF FSSPS JO XŞ JT DPSSFMBUFE XJUI
UIF MBUFOU Y∗ƬƱ ćF CJBTFT BSF JO UIF PQQPTJUF EJSFDUJPOT BT XIFO UIF DPSSFMBUJPO JT XJUI Z BMUIPVHI
MFTTFS JO NBHOJUVEF &SSPST QPTJUJWFMZ DPSSFMBUFE XJUI Y∗ MFBE UP BUUFOVBUFE DPFďDJFOUT BOE OFHBUJWFMZ
DPSSFMBUFE FSSPST MFBE UP PWFSTUBUFE DPFďDJFOUT BT TIPXO CZ UIF CMVF BOE WJPMFU EJTUSJCVUJPOT JO 'JHVSF
ƊƏB SFTQFDUJWFMZ %BTIFE MJOFT BSF UIF SFTVMU PG TNBMM MFWFMT PG DPSSFMBUJPOT 	±Ŝ.ŝ
 BOE UIF TPMJE MJOFT B
HSFBUFS EFHSFF 	±Ŝ.ş

ćF DPFďDJFOUT SFTVMUJOH GSPN ĺļ XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF FTUJNBUFE GSPN UIF DPSSFMBUJPO
CFUXFFO UIF QSPYJFT BSF DPOUSBTUFE JO 'JHVSF ƊƏC "MM UIF EJTUSJCVUJPOT SFDPWFS UIF TBNF QBSBNFUFST
ƉƎ 4JNJMBS UP UIF DPOTUSVDUJPO PG UIF MBTU TJNVMBUJPOT XF TFU O = ŞŜŜ (Y∗, Z, V, W) ∼ N (Ѧ, ͓) Ѧ = (ŝ, ŝ, Ŝ, Ŝ) ͓ =
(ŝ Ŝ.Š Ŝ Ѫ, Ŝ.Š ŝ Ŝ Ŝ, Ŝ Ŝ ѫŞV Ŝ, Ѫ Ŝ ŜѫŞW) ѫŞV = Ŝ.š ѫŞW = Ŝ.š BOE TFRVFODJOH Ѫ ∈ {−Ŝ.ş,−Ŝ.ŝ, Ŝ.ŝ, Ŝ.ş} BDSPTT TFUT PG TJNVMBUJPOT
ƎƊ




















































EIV with Pos. Correlated Errors
EIV with Neg. Correlated Errors



















































 &TUJNBUFT GSPN &SSPSTJO7BSJBCMFT



























Overimputation with Pos.Corr. Errors
Overimputation with Neg.Corr. Errors



























 &TUJNBUFT GSPN .VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO
'JHVSF ƊƏ )FSF XF TIPX UIF FTUJNBUFT XIFO UIF FSSPS JO UIF JOTUSVNFOU XŞ JT DPSSFMBUFE XJUI UIF MBUFOU WBSJ
BCMF Y∗ 1PTJUJWF 	CMVF EJTUSJCVUJPOT
 DPSSFMBUJPO MFBET UP BUUFOUVBUFE FTUJNBUFE FČFDUT JO UIF FSSPSTJOWBSJBCMFT
GSBNFXPSL BOE OFHBUJWF 	WJPMFU
 DPSSFMBUJPO FYBHFSBUFT UIF FČFDU BT TIPXO JO UIF MFę ćF ĺļ FTUJNBUFT TIPX OP
CJBT
#FDBVTF UIFZ TJU PO UPQ PG FBDI PUIFS POMZ UIF TJNVMBUJPOT XJUI UIF HSFBUFTU DPSSFMBUJPO 	±Ŝ.ş
 BSF
TIPXO 'PS CPUI QBSBNFUFST BOE GPS CPUI QPTJUJWF BOE OFHBUJWF DPSSFMBUJPO UIF ĺļ FTUJNBUFT SFWFBM OP
CJBT
.ĲĮŀłĿĲĺĲĻŁ ĲĿĿļĿŀ ŁĵĮŁ İļŃĮĿņ ĮİĿļŀŀ ĽĿļŅĶĲŀ
ćF ĕOBM DPOEJUJPO SFRVJSFT UIF FSSPST JO UIF QSPYJFT CF VODPSSFMBUFE *G BMM UIF BMUFSOBUF NFBTVSFT PG UIF
MBUFOU WBSJBCMF IBWF UIF TBNF FSSPS QSPDFTT UIFO UIF BEEJUJPOBM NFBTVSFT QSPWJEF OP BEEJUJPOBM
JOGPSNBUJPO 'PS FYBNQMF JG XF CFMJFWF ĴıĽ JT QPPSMZ NFBTVSFE JU JT OPU FOPVHI UP ĕOE UXP BMUFSOBUF
NFBTVSFT PG ĴıĽ XF BMTP OFFE UP LOPX UIBU UIPTF TPVSDFT BSF OPU NBLJOH UIF TBNF FSSPST JO UIFJS
BTTVNQUJPOT QSPQBHBUJOH UIF TBNF FSSPST GSPN UIF TBNF SBX TPVSDFT PS DPOUBNJOBUJOH FBDI PUIFST
NFBTVSF CZ FBDI NBLJOH TVSF UIFJS FTUJNBUFT BSF JO MJOF XJUI PUIFS QVCMJTIFE FTUJNBUFT 5P UIF FYUFOU
UIF FSSPST JO UIF BMUFSOBUF NFBTVSFT BSF DPSSFMBUFE UIFO ѫVW XJMM BUUFOVBUF UIF FTUJNBUF JO UIF TBNF
GBTIJPO BT ѫŞV EJE PSJHJOBMMZ
ƎƋ
ćVT XF OPX TJNVMBUF EBUB XIFSF UIF NFBTVSFNFOU FSSPST BDSPTT BMUFSOBUF QSPYJFT BSF DPSSFMBUFEƬƲ
'JHVSF ƊƐB TIPXT QPTJUJWFMZ 	OFHBUJWFMZ
 DPSSFMBUFE FSSPST MFBE UP CJBT JO UIF ĲĶŃ FTUJNBUFT UIBU BSF JO UIF
TBNF 	PQQPTJUF
 EJSFDUJPO BT UIF PSJHJOBM NFBTVSFNFOU FSSPS *OUVJUJWFMZ JG UIF FSSPST BSF QFSGFDUMZ
DPSSFMBUFE CPUI UIF PSJHJOBM QSPYZ BOE UIF BMUFSOBUF QSPYZ XPVME CF UIF FYBDU TBNF WBSJBCMF BOE UIVT
BMM PG UIF PSJHJOBM NFBTVSFNFOU FSSPS XPVME SFUVSO *NQPSUBOUMZ XIBU XF TFF JT UIBU UIJT JT B MJNJUBUJPO
PG UIF EBUB UIBU ĺļ DBOOPU PWFSDPNF XIFO DFMM MFWFM QSJPST BSF EJSFDUMZ DSFBUFE GSPN UIF PCTFSWFE EBUB
"T BMUFSOBUF QSPYJFT DPOUBJO DPSSFMBUFE FSSPST JEFOUJGZJOH UIF BNPVOU PG UIF WBSJBODF JO UIF QSPYJFT CZ
UIF DPSSFMBUJPO PG UIF NFBTVSFT JT NJTMFBEJOH 1PTJUJWF PS OFHBUJWF DPSSFMBUJPO JO UIF NFBTVSFNFOU
FSSPST MFBET SFTQFDUJWFMZ UP VOEFS PS PWFS FTUJNBUJPO PG UIF BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF EBUB
EJSFDUMZ CJBTJOH SFTVMUT BT JO ĲĶŃ 8IFO DFMM QSJPST BSF TFU CZ UIF VTF PG BVYJMJBSZ QSPYJFT PVS NFUIPE
DPOUJOVFT UP SFRVJSF UIF NFBTVSFNFOU FSSPST 	BMUIPVHI OPU UIF JOEJDBUFT UIFNTFMWFT PG DPVSTF
 CF
VODPSSFMBUFE BDSPTT BMUFSOBUF NFBTVSFT TP UIBU JU JT QPTTJCMF UP DPOTJTUFOUMZ FTUJNBUF UIF EFHSFF PG
NFBTVSFNFOU FSSPS QSFTFOU JO UIF EBUB











































EIV with Pos. Correlated Errors
EIV with Neg. Correlated Errors











































 &TUJNBUFT GSPN &SSPSTJO7BSJBCMFT











































Overimputation with Pos.Corr. Errors
Overimputation with Neg.Corr. Errors











































 &TUJNBUFT GSPN .VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO
'JHVSF ƊƐ 8JUI EBUB HFOFSBUFE TP UIBU QSPYZ WBSJBCMFT IBWF NFBTVSFNFOU FSSPS DPSSFMBUFE XJUI FBDI PUIFS 	TP
UIBU OFX JOGPSNBUJPO JT OPU BWBJMCMF XJUI NFBTVSFT
 CPUI ĲĶŃ 	MFę HSBQIT
 BOE ĺļ 	SJHIU HSBQIT
 HJWFT CJBTFE
FTUJNBUFT
ƉƏ )FSF XF TFU O = ŞŜŜ (Y∗, Z, V, W) ∼ N (Ѧ, ͓) Ѧ = (ŝ, ŝ, Ŝ, Ŝ) ͓ = (ŝ Ŝ.Š Ŝ Ŝ, Ŝ.Š ŝ Ŝ Ŝ, Ŝ Ŝ ѫŞV Ѫ, Ŝ Ŝ Ѫ ѫŞW) ѫŞV = Ŝ.š
ѫŞW = Ŝ.š BOE TFRVFODJOH Ѫ ∈ {−Ŝ.ş,−Ŝ.ŝ, Ŝ.ŝ, Ŝ.ş} BDSPTT TFUT PG TJNVMBUJPOT
Ǝƌ
&WFO JO UIJT NPTU EJďDVMU PG TFUUJOHT ĺļ SFNBJOT SPCVTU *O BOPUIFS TFU PG TJNVMBUJPOT XF DPNQBSF
IPX WBSJPVT FTUJNBUPST QFSGPSN XIFO CPUI QSPYJFT BSF DPSSFMBUFE XJUI Z "MMPXJOH UIFTF TJNVMBUJPOT UP
WBSZ UIF BNPVOU PG DPSSFMBUJPO HJWFT BO JOEJDBUJPO PG IPX WBSJPVT FTUJNBUPST QFSGPSN JO UIJT EJďDVMU
TJUVBUJPOƬƳ 'JHVSF ƊƑ TIPXT UIBU ĺļ PVUQFSGPSNT ĲĶŃ BU FWFSZ MFWFM PG UIJT DPSSFMBUJPO 8IFO UIF
EFQFOEFODF CFUXFFO UIF FSSPS BOE Z JT XFBL ĺļ BMNPTU NBUDIFT JUT [FSPDPSSFMBUJPO NJOJNVN ćVT
ĺļ BQQFBST UP CF SPCVTU UP FWFO NPEFSBUF WJPMBUJPOT PG UIF UIFTF BTTVNQUJPOT FTQFDJBMMZ XIFO
DPNQBSFE XJUI PUIFS NFBTVSFNFOU FSSPS BQQSPBDIFT *OUFSFTUJOHMZ UIF EFOJBM FTUJNBUPS DBO QFSGPSN
CFUUFS UIBO BMM FTUJNBUPST VOEFS DFSUBJO DPOEJUJPOT ZFU UIFTF DPOEJUJPOT EFQFOE IFBWJMZ PO UIF
QBSBNFUFST PG UIF EBUB *G XF DIBOHF UIF FČFDU PG Y∗ PO Z GSPN OFHBUJWF UP QPTJUJWF UIF QFSGPSNBODF PG
UIF EFOJBM FTUJNBUPS SFWFSTFT JUTFMG 4JODF XF PCWJPVTMZ IBWF MJUUMF LOPXMFEHF BCPVU BMM PG UIFTF
QBSBNFUFST B QSJPSJ UIF EFOJBM FTUJNBUPS JT PG MJUUMF VTF
4JODF UIFSF BSF HPMETUBOEBSE EBUB JO UIFTF TJNVMBUJPOT XF DBO BMTP JOWFTUJHBUF UIF QFSGPSNBODF PG
TJNQMZ EJTDBSEJOH UIF NJTNFBTVSFE EBUB BOE SVOOJOH ĺĶ "T FYQFDUFE ĺĶ JT VOBČFDUFE CZ UIF EFHSFF PG
DPSSFMBUJPO TJODF JU EJTSFHBSET UIF DPSSFMBUFE QSPYJFT :FU UIFTF QSPYJFT IBWF TPNF JOGPSNBUJPO XIFO UIF
DPSSFMBUJPO JT BSPVOE [FSP BOE EVF UP UIJT ĺļ PVUQFSGPSNT ĺĶ JO UIJT SFHJPO "T UIF DPSSFMBUJPO
JODSFBTFT UIPVHI JU CFDPNFT DMFBS UIBU TJNQMZ JNQVUJOH UIF NJTNFBTVSFE DFMMT IBT NPSF EFTJSBCMF
QSPQFSUJFT 0G DPVSTF XJUI TVDI IJHI DPSSFMBUJPO XF NJHIU XPOEFS JG UIFTF BSF BDUVBMMZ QSPYJFT JO PVS
EBUB PS TJNQMZ OFX WBSJBCMFT
ćFTF TJNVMBUJPOT HJWF LFZ JOTJHIUT JOUP IPX XF TIPVME IBOEMF EBUB NFBTVSFE XJUI FSSPS ĺļ JT
BQQSPQSJBUF XIFO XF IBWF B WBSJBCMF UIBU XF DBO SFBTPOBCMZ EFTDSJCF BT B QSPYZUIBU JT IBWJOH SPVHIMZ
VODPSSFMBUFE NFBO[FSP FSSPS &WFO JG UIFTF BTTVNQUJPOT GBJM UP IPME FYBDUMZ ĺļ SFUBJOT JUT EFTJSBCMF
ƉƐ ćFTF TJNVMBUJPOT GPMMPX UIF QBUUFSO BCPWF FYDFQU UIFZ JODMVEF B QFSGFDUMZ NFBTVSFE DPWBSJBUF [ XIJDI EFUFSNJOFT XIJDI
PCTFSWBUJPOT BSF TFMFDUFE GPS NJTNFBTVSFNFOU ćVT XF IBWF (Y∗, Z, [, V, W, ) ∼ /(Ѧ, ͓) XJUI Ѧ = (ŝ, ŝ,−ŝ, Ŝ, Ŝ) BOE ͓ =
(ŝ ѫYZ − Ŝ.Š Ŝ Ŝ, ѫYZ ŝ − Ŝ.Ş ѪѫV ѪѫW,−Ŝ.Š − Ŝ.Ş ŝ Ŝ Ŝ Ŝ ѪѫV Ŝ ѫŞV Ŝ, Ŝ ѪѫW Ŝ Ŝ ѫŞW) XJUI ѫŞV = Ŝ.š BOE ѫŞW = Ŝ.ţš 8F SBO
TJNVMBUJPOT BU CPUI ѫYZ = Ŝ.Š BOE ѫYZ = −Ŝ.Š &BDI PCTFSWBUJPO IBE QSPCBCJMJUZ ɢJ = (ŝ + Fş.š+Ş[)−ŝ XIJDI IBT B NFBO PG
ƈƊƍ 8F VTFE UIF NVMUJQMF QSPYJFT BQQSPBDI UP FTUJNBUJOH UIF NFBTVSFNFOU FSSPS 'PS ĲĶŃ XF VTF BQQMJFE UIF NPEFM BT JG UIF
FOUJSF WBSJBCMF XFSF NJTNFBTVSFE
Ǝƍ
      













      













'JHVSF ƊƑ 3PPU NFBO TRVBSFE FSSPS GPS WBSJPVT FTUJNBUPST XJUI EBUB HFOFSBUFE TP UIBU FBDI QSPYZ WBSJBCMF IBT
NFBTVSFNFOU FSSPS DPSSFMBUFE XJUI UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF 0O UIF MFę Y∗ IBT B QPTJUJWF SFMBUJPOTIJQ XJUI Z BOE
PO UIF SJHIU JU IBT B OFHBUJWF FČFDU /PUF UIBU CPUI ĲĶŃ 	HSFFO
 BOE ĺļ 	PSBOHF
 QFSGPSN XPSTF BT UIF DPSSFMBUJPO
NPWFT BXBZ GSPN [FSP CVU ĺļ BMXBZT QFSGPSNT CFUUFS ćF EFOJBM FTUJNBUPS DBO BDUVBMMZ QFSGPSN XFMM JO DFSUBJO
TJUVBUJPOT ZFU UIJT EFQFOET IFBWJMZ PO UIF EJSFDUJPO PG UIF SFMBUJPOTIJQ #PUI UIF JOGFBTJCMF FTUJNBUPS BOE ĺĶ BSF
VOBČFDUFE CZ UIF BNPVOU PG DPSSFMBUJPO
QSPQFSUJFT *O TJUVBUJPOT XIFSF XF TVTQFDU UIBU UIF NFBTVSFNFOU FSSPS PO BMM PG PVS QSPYJFT IBT
NPEFSBUF DPSSFMBUJPO XJUI PUIFS WBSJBCMFT JO UIF EBUB JU NBZ CF XJTFS UP USFBU UIF NJTNFBTVSFNFOU BT
NJTTJOHOFTT BOE VTF NVMUJQMF JNQVUBUJPO 0G DPVSTF UIJT BQQSPBDI BTTVNFT UIFSF FYJTU HPMETUBOEBSE
EBUB XIJDI NBZ CF TDBSDF
Ɗƍ &ĺĽĶĿĶİĮĹ "ĽĽĹĶİĮŁĶļĻŀ ļĳ 0ŃĲĿĶĺĽłŁĮŁĶļĻ
8F PČFS UISFF TFQBSBUF JMMVTUSBUJPOT PG UIF VTF PG NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO
ƎƎ
ƊƍƉ 6ĻĲĺĽĹļņĺĲĻŁ ĮĻı 1ĿĲŀĶıĲĻŁĶĮĹ "ĽĽĿļŃĮĹ
5P ĕSTU TIPX B QSBDUJDBM FYBNQMF PG UIF EJČFSFODFT CFUXFFO PVS ĺļ TPMVUJPO BOE UIF NPSF DPNNPO
FSSPSTJOWBSJBCMFT 	ĲĶŃ
 BQQSPBDI XF DPOTUSVDU B NFBTVSFNFOU FSSPS QSPDFTT GSPN B OBUVSBM TPVSDF PG
FYJTUJOH EBUB
*U JT PęFO UIF DBTF QBSUJDVMBSMZ JO ZFBSMZBHHSFHBUFE DSPTTOBUJPOBM EBUB UIBU LFZ JOEFQFOEFOU
WBSJBCMFT BSF OPU NFBTVSFE PS BWBJMBCMF BU UIF DPSSFDU QPJOU JO UJNF UIF NPEFM SFRVJSFT 4PNF FDPOPNJD
BOE EFNPHSBQIJD TUBUJTUJDT BSF POMZ DPMMFDUFE BU JOUFSWBMT TPNFUJNFT BT SBSFMZ BT PODF FWFSZ ĕWF PS UFO
ZFBST ćF BWBJMBCMF EBUB NFBTVSFE BU UIF XSPOH QFSJPE JO UJNF JT PęFO VTFE BT B SFBTPOBCMF QSPYZ GPS
UIF WBSJBCMFT WBMVF JO UIF EFTJSFE QPJOU JO UJNF XJUI UIF VOEFSTUBOEJOH UIBU UIFSF JT NFBTVSFNFOU FSSPS
XIJDI JODSFBTFT UIF NPSF EJTUBOU UIF BWBJMBCMF EBUB JT GSPN UIF BOBMZTUT EFTJSFE UJNF QFSJPE
8F NJNJD UIJT QSPDFTT JO BDUVBM EBUB CZ JOUFOUJPOBMMZ TFMFDUJOH B DPWBSJBUF BU JODSFBTJOH EJTUBODF JO
UJNF GSPN UIF DPSSFDU MPDBUJPO BT B OBUVSBM EFNPOTUSBUJPO PG PVS NFUIPE JO SFBM EBUB *O PVS FYBNQMF
XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF MFWFM PG VOFNQMPZNFOU BOE UIF MFWFM PG 1SFTJEFOUJBM
BQQSPWBM JO UIF 64 GPS XIJDI UIFSF JT SJDI EBUB PG CPUI TFSJFT PWFS UJNFƬƴ
8F BTTVNF UIBU UIF DPSSFDU SFMBUJPOTIJQ JT BQQSPYJNBUFMZ DPOUFNQPSBOFPVT ćBU JT UIF DVSSFOU MFWFM
PG VOFNQMPZNFOU JT EJSFDUMZ SFMBUFE UP UIF 1SFTJEFOUT BQQSPWBM SBUJOH 6OFNQMPZNFOU NPWFT PWFS UJNF
TP UIF GVSUIFS JO UJNF PVS NFBTVSF PG VOFNQMPZNFOU JT GSPN UIF QSFTFOU NPNFOU UIF XFBLFS UIF QSPYZ
GPS UIF QSFTFOU MFWFM PG VOFNQMPZNFOU BOE UIF NPSF UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF BWBJMBCMF EBUB 8F
JUFSBUJWFMZ DPOTJEFS SFQFBUFE NPEFMT XIFSF UIF NFBTVSFNFOU PG VOFNQMPZNFOU XF VTF HSPXT POF
BEEJUJPOBM NPOUI GVSUIFS GSPN UIF QSFTFOU UJNF
ćF ĲĶŃ BQQSPBDI SFMJFT PO NVMUJQMF QSPYJFT 5P OBUVSBMMZ DSFBUF UXP QSPYJFT XJUI JODSFBTJOH MFWFMT PG
NFBTVSFNFOU FSSPS XF VTF B NFBTVSF PG VOFNQMPZNFOU LNPOUIT CFGPSF UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF BOE
ƉƑ .POUIMZ OBUJPOBM VOFNQMPZNFOU JT UBLFO GSPN UIF #VSFBV PG -BCPS 4UBUJTUJDT MBCPS GPSDF TFSJFT 1SFTJEFOUJBM BQQSPWBM JT
GSPN UIF (BMMVQ IJTUPSJDBM TFSJFT BHHSFHBUFE UP UIF NPOUIMZ MFWFM 8F VTF EBUB GSPN ƉƑƏƉ UP ƊƈƉƉ 8F VTF UIF MBTU UISFF ZFBST
PG FBDI GPVSZFBS 1SFTJEFOUJBM UFSN PG PďDF UP BWPJE BQQSPWBM MFWFMT XJUIJO UIF iIPOFZNPPOw QFSJPE XJUIPVU BEEJOH DPOUSPMT
JOUP UIF NPEFM 8F BEEFE B NPOUIMZ JOEJDBUPS GPS DVNVMBUJWF UJNF JO PďDF CVU UIJT POMZ TMJHIUMZ TUSFOHUIFOFE UIFTF SFTVMUT
BOE TP XF MFBWF UIF QSFTFOUBUJPO BT UIF TJNQMFTU CJWBSJBUF SFMBUJPOTIJQ
ƎƏ
LNPOUIT BęFS ćBU JT JG XF BSF BUUFNQUJOH UP FYQMBJO DVSSFOU BQQSPWBM XF BTTVNF UIBU UIF
VOFNQMPZNFOU LNPOUIT JO UIF QBTU 	UIF LMBH
 BOE LNPOUIT JO UIF GVUVSF 	UIF LMFBE
 BSF QSPYJFT GPS
UIF DVSSFOU MFWFM PG VOFNQMPZNFOU XIJDI XF BTTVNF JT VOBWBJMBCMF UP PVS BOBMZTU "T L JODSFBTFT UIF
NFBTVSFT PG VOFNQMPZNFOU NBZ IBWF ESJęFE JODSFBTJOHMZ GBS GSPN UIF QSFTFOU VOFNQMPZNFOU MFWFM TP
CPUI QSPYJFT FNQMPZFE IBWF JODSFBTFE NFBTVSFNFOU FSSPS 8F VTF UIFTF TBNF UXP QSPYJFT JO FBDI PG
PVS ĺļ NPEFMT 	BT QSFWJPVTMZ EFTDSJCFE JO TFDUJPOT ƊƊƌ BOE ƊƋƊ

8F FTUJNBUF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO VOFNQMPZNFOU BOE 1SFTJEFOUJBM BQQSPWBM VTJOH PVS ĺļ
GSBNFXPSL BOE UIF DPNNPO ĲĶŃ BQQSPBDI XIJMF VTJOH QBJST PG QSPYJFT UIBU BSF GSPN Ɖ UP ƉƊ NPOUIT
BXBZ GSPN UIF QSFTFOU 8F BMTP FTUJNBUF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO BQQSPWBM BOE BMM JOEJWJEVBM MBHT BOE
MFBET PG VOFNQMPZNFOU UIFTF HJWF VT BMM UIF QPTTJCMF EFOJBM FTUJNBUPST XJUI BMM UIF BWBJMBCMF QSPYJFT *O
ĕHVSF ƊƉƈ UIFTF DPFďDJFOUT GSPN UIF EFOJBM FTUJNBUPST BSF TIPXO JO SFE XIFSF UIF SFE CBS SFQSFTFOUT
UIF Ƒƍ QFSDFOU DPOĕEFODF JOUFSWBM GPS UIF DPFďDJFOU BOE UIF DFOUFS QPJOU UIF FTUJNBUFE WBMVF ćF
YBYJT NFBTVSFT IPX NBOZ NPOUIT JO UJNF UIF DPWBSJBUF VTFE JO UIF NPEFM JT GSPN UIF NPOUI PG UIF
EFQFOEFOU WBSJBCMF 1PTJUJWF WBMVFT PG Y VTF QSPYJFT UIBU BSF NFBTVSFE MBUFS UIBO EFTJSFE OFHBUJWF WBMVFT
BSF NFBTVSFE UPP GBS JO UIF QBTU ćF DPSSFDU DPOUFNQPSBOFPVT SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO VOFNQMPZNFOU
BOE BQQSPWBM JT JO UIF DFOUFS PG UIJT TFSJFT 	XIFO Y JT ƈ
 NBSLFE JO CMBDL
ćF ĲĶŃ FTUJNBUFT BSF TIPXO JO CMVF 8F TFF UIBU XJUI JODSFBTFE NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF BWBJMBCMF
QSPYJFT UIF ĲĶŃ FTUJNBUFT SBQJEMZ EFUFSJPSBUF 8IFO UIF QSPYJFT GPS DVSSFOU VOFNQMPZNFOU BSF GPVS
NPOUIT GSPN UIF WBMVF PG UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF UIF ĲĶŃ FTUJNBUFT PG UIF SFMBUJPOTIJQ BSF ŝ.ŠŜ UJNFT UIF
USVF WBMVF UIBU JT UIFZ BSF CJBTFE CZ ƌƈ QFSDFOU "U TJY NPOUIT UIF DPOĕEFODF JOUFSWBM OP MPOHFS
DPOUBJOT UIF USVF WBMVF BOE UIF CJBT JT ƑƐ QFSDFOU 8JUI VOFNQMPZNFOU NFBTVSFE BU B POF ZFBS HBQ ĲĶŃ
SFUVSOT BO FTUJNBUF Ǝƍ UJNFT UIF DPSSFDU WBMVF ćF ĺļ FTUJNBUFT IPXFWFS BSF DPNQBSBUJWFMZ SPCVTU
BDSPTT UIFTF QSPYJFT ćF DPOĕEFODF JOUFSWBMT FYQBOE HSBEVBMMZ BT UIF QSPYJFT DPOUBJO MFTT JOGPSNBUJPO
BOE NPSF NFBTVSFNFOU FSSPS ćF CJBT JT BMXBZT NPEFSBUF CFUXFFO +ŝŢŰ BOE−ŝŞŰ BOE BMXBZT DMFBSMZ
TVQFSJPS UP UIF EFOJBM FTUJNBUPS VOUJM UIF QSPYJFT BSF GVMMZ UXFMWF NPOUIT EJTUBOU GSPN UIF EFQFOEFOU
ƎƐ
● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●













































'JHVSF ƊƉƈ "O FYQFSJNFOU JO NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF FTUJNBUJPO PG UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO VOFNQMPZNFOU
BOE 1SFTJEFOUJBM BQQSPWBM XIPTF USVF DPOUFNQPSBOFPVT WBMVF JT TIPXO JO CMBDL ćF CMVF DPOĕEFODF JOUFS
WBMT SFQSFTFOU ĲĶŃ FTUJNBUFT PG UIJT SFMBUJPOTIJQ VTJOH QSPYJFT PG VOFNQMPZNFOU NFBTVSFE JODSFBTJOHMZ EJTUBOU JO
UJNF ćF ĲĶŃ FTUJNBUFT GBJM RVJDLMZ BT UIF QSPYJFT NPWF BXBZ GSPN NPOUI [FSP ćF HSFFO FTUJNBUFT TIPX UIF SP
CVTU ĺļ FTUJNBUFT PG UIF SFMBUJPOTIJQ ćFTF BSF DPOTJTUFOUMZ TVQFSJPS UP UIF SFE FTUJNBUFT XIJDI TIPX UIF EFOJBM
FTUJNBUPST VTJOH UIF VOFNQMPZNFOU SBUFT NJTNFBTVSFE JO UJNF JHOPSJOH UIF NFBTVSFNFOU FSSPS
WBSJBCMF 'JOBMMZ BU POF ZFBST EJTUBODF UIF ĺļ FTUJNBUFT BSF CJBTFE CZ ƌƎ QFSDFOU XIJMF UIF EFOJBM
FTUJNBUPS JT CJBTFE BU−ŠŤ QFSDFOU
" QBSUJBM FYQMBOBUJPO DBO CF VOEFSTUPPE GSPN PVS QSFWJPVT SFTVMUT *O QFSJPET XIFSF VOFNQMPZNFOU
USFOET VQXBSET 	PS EPXOXBSET
 UIF LNPOUI MBH BOE UIF LNPOUI MFBE PG VOFNQMPZNFOU XJMM HFOFSBMMZ
ƎƑ
IBWF PQQPTJUF TJHOFE NFBTVSFNFOU FSSPS 4P UIF NFBTVSFNFOU FSSPST JO UIF QSPYJFT XJMM CF OFHBUJWFMZ
DPSSFMBUFE 8F TBX JO ĕHVSF ƊƑ UIBU UIJT JT B QSPCMFN GPS CPUI NPEFMT CVU UIBU ĺļ JT NVDI NPSF SPCVTU
UP UIJT WJPMBUJPO UIBO UIF ĲĶŃ NPEFM
8F DPVME EP CFUUFS UIBO TIPXO XF EP OPU QSPQPTF UIBU UIJT JT UIF CFTU QPTTJCMF NPEFM GPS DPWBSJBUFT
UIBU BSF NJTNFBTVSFE JO UJNF "EEJOH PUIFS DPWBSJBUFT JOUP UIF JNQVUBUJPO NPEFM DPVME JODSFBTF UIF
FďDJFODZ PG UIF PWFSJNQVUBUJPOT "WFSBHJOH UIF UXP QSPYJFT XPVME HJWF BO JOUFSQPMBUJPO UIBU NJHIU CF
B TVQFSJPS QSPYZ UP UIPTF VTFE BOE XF EFNPOTUSBUF BO BQQMJDBUJPO PG BWFSBHJOH BDSPTT QSPYJFT JO ĺļ JO
TFDUJPO ƊƍƋ .PSFPWFS JO NBOZ BQQMJDBUJPOT JG UIFSF JT QFSJPEJD NJTTJOHOFTT PWFS UJNF JO B WBSJBCMF
UIF CFTU BQQSPBDI NJHIU CF UP JNQVUF BMM UIF NJTTJOH WBMVFT JO UIF TFSJFT XJUI BO JNQVUBUJPO NPEFM CVJMU
GPS UJNFTFSJFT DSPTTTFDUJPOBM EBUB TVDI BT EFWFMPQFE JO )POBLFS BOE ,JOH ƊƈƉƈ UIJT SFJOGPSDFT UIF
NBJO UIFTJT PG PVS BSHVNFOU UIBU NFBTVSFNFOU FSSPS BOE NJTTJOH EBUB BSF GVOEBNFOUBMMZ UIF TBNF
QSPCMFN 3BUIFS XIBU XF IBWF TIPXO JO UIJT FYBNQMF JT UIBU JO OBUVSBMMZ PDDVSSJOH EBUB JO B TJNQMF
SFTFBSDI RVFTUJPO XIFSF XF DBO XJUOFTT BOE DPOUSPM B NFBTVSFNFOU FSSPS QSPDFTT UIF NPTU DPNNPOMZ
VTFE NPEFM GPS NFBTVSFNFOU FSSPS GBJMT DBUBTUSPQIJDBMMZ BOE PVS GSBNFXPSL JT IJHIMZ SPCVTU UP FWFO B
EJďDVMU TJUVBUJPO XJUI QSPYJFT XJUI OFHBUJWFMZ DPSSFMBUFE FSSPST
ƊƍƊ 4ļİĶĮĹ 5ĶĲŀ ĮĻı 0ĽĶĻĶļĻ 'ļĿĺĮŁĶļĻ
)BWJOH MPPLFE BU BO FYBNQMF XIFSF PUIFS NFBTVSFNFOU FSSPS NFUIPEPMPHJFT BSF BWBJMBCMF XF UVSO UP B
DPODFQUVBMMZ TJNQMF FYBNQMF UIBU QPTFT B OVNCFS PG EJďDVMU NFUIPEPMPHJDBM IB[BSET 8F FYBNJOF IFSF
UIF TNBMM BSFB FTUJNBUJPO DIBMMFOHFT GBDFE JO UIF XPSL PG )VDLGFMEU 1MVU[FS BOE 4QSBHVF 	ƉƑƑƋ
 ćF
BVUIPST BSF JOUFSFTUFE JO UIF TPDJBM UJFT UIBU TIBQF BUUJUVEFT PO BCPSUJPO *O QBSUJDVMBS UIFZ BSF JOUFSFTUFE
JO DPOUSBTUJOH IPX EJČFSJOH OFUXPSLT BOE DPOUFYUT TVDI BT UIF OFJHICPSIPPE POF MJWFT JO BOE UIF
DIVSDI ZPV QBSUJDJQBUF JO TIBQF QPMJUJDBM BUUJUVEFT
4FWFOUFFO OFJHICPVSIPPET XFSF DIPTFO JO 4PVUI #FOE *OEJBOB BOE Ɖƍƈƈ JOEJWJEVBMT SBOEPNMZ
TBNQMFE BDSPTT UIFTF OFJHICPSIPPET ćJT QBSUJDVMBS BOBMZTJT JT SFTUSJDUFE UP UIF TFU PG QFPQMF XIP
Əƈ
TUBUFE UIFZ CFMPOHFE UP B DIVSDI BOE DPVME OBNF JU ćF RVFTUJPO PG JOUFSFTU JT XIBU TIBQFT BCPSUJPO
PQJOJPOT UIF JOEJWJEVBM MFWFM WBSJBCMFT DPNNPO JO SBOEPN TVSWFZ EFTJHOT 	JODPNF FEVDBUJPO QBSUZ
JEFOUJĕDBUJPO
 PS UIF TPDJBM FYQFSJFODFT BOE PQJOJPOT PG UIF HSPVQT BOE DPOUFYUT UIF SFTQPOEFOU
QBSUJDJQBUFT JO "CPSUJPO BUUJUVEFT BSF NFBTVSFE CZ B TJY QPJOU TDBMF TVNNJOH IPX NBOZ UJNFT ZPV
SFTQPOE UIBU BCPSUJPO TIPVME CF MFHBM JO B TFU PG TJY TDFOBSJPT
ćF LFZ WBSJBCMF FYQMBJOJOH BCPSUJPO PQJOJPO JT IPX MJCFSBM PS DPOTFSWBUJWF BSF UIF BUUJUVEFT UPXBSE
BCPSUJPO BU UIF DIVSDI PS QBSJTI UP XIJDI ZPV CFMPOH ćJT JT NFBTVSFE CZ BWFSBHJOH PWFS UIF BCPSUJPO
BUUJUVEFT PG BMM UIF PUIFS QFPQMF JO UIF TVSWFZ XIP TUBUF UIFZ HP UP UIF TBNF OBNFE DIVSDI PS QBSJTI BT
ZPV NFOUJPO 0CWJPVTMZ JO B SBOEPN TBNQMF FWFO HFPHSBQIJDBMMZ MPDBMJ[FE UIJT JT HPJOH UP CF BO
BWFSBHF PWFS B TNBMM OVNCFS PG SFTQPOEFOUT ćF NFEJBO OVNCFS JT Ǝƭƫ ćF OVNCFS UFOET UP CF
TNBMMFS BNPOH 1SPUFTUBOUT XIP IBWF UZQJDBMMZ TNBMMFS DPOHSFHBUJPOT UIBO $BUIPMJDT XIP QBSUJDJQBUF JO
HFOFSBMMZ MBSHFS QBSJTIFT *O FJUIFS DBTF UIF DIVSDI QPTJUJPOT BSF NFBTVSFE XJUI B IJHI EFHSFF PG
NFBTVSFNFOU FSSPS CFDBVTF UIF TBNQMF TJ[F XJUIJO BOZ DIVSDI JT TNBMM ćJT JT B DMBTTJD iTNBMM BSFB
FTUJNBUJPOw QSPCMFN )FSF XF LOPX UIF TBNQMF TJ[F NFBO BOE TUBOEBSE EFWJBUJPO PG UIF TBNQMFE
PQJOJPOT GSPN XJUIJO BOZ QBSJTI UIBU MFBE UP UIF DPOTUSVDUJPO PG FBDI PCTFSWBUJPO PG UIJT WBSJBCMF
ćJT JT BO FYBNQMF PG B WBSJBCMF XJUI NFBTVSFNFOU FSSPS XIFSF UIFSF BSF OP PUIFS QSPYJFT BWBJMBCMF
CVU XF DBO BOBMZUJDBMMZ DBMDVMBUF UIF PCTFSWBUJPO MFWFM QSJPST 'PS BOZ JOEJWJEVBM J JG DJ JT UIF TFU PG OJ
SFTQPOEFOUT XIP CFMPOH UP JT DIVSDI 	OPU JODMVEJOH J
 UIF QSJPST BSF HJWFO CZ
Q(XJ|Y∗J ) = N (D¯J, TE(DJ)/
√OJ) 	ƊƉƐ

XIFSF UIF TE(DJ) DBO CF DBMDVMBUFE EJSFDUMZ BT UIF TUBOEBSE EFWJBUJPO XJUIJO B HSPVQ JG OJ JT HFOFSBMMZ
MBSHF PS XF DBO FTUJNBUF UIJT XJUI UIF XJUIJOHSPVQ WBSJBODF BDSPTT BMM HSPVQT BT ŝ/O
√∑
J(XJK − X¯K)Ş
ćJT JT DMFBSMZ B DBTF XIFSF UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT IFUFSPTLFEBTUJD EJČFSFOU SFTQPOEFOUT XJMM IBWF
EJČFSFOU OVNCFST PG GFMMPX QBSJTIJPOFST JODMVEFE JO UIF TVSWFZ .PSFPWFS UIJT EFHSFF PG NFBTVSFNFOU
Ɗƈ ćF NFBO JT ƉƈƊ XJUI BO JOUFSRVBSUJMF SBOHF PG Ƌ UP Ɗƈ
ƏƉ
FSSPS JT OPU JUTFMG SBOEPN BT $BUIPMJDToXIP UFOE UP IBWF NPSF DPOTFSWBUJWF BUUJUVEFT UPXBSET
BCPSUJPOoBSF GSPN HFOFSBMMZ MBSHFS QBSJTIFT UIVT UIFJS DIVSDI BUUJUVEF XJMM CF NFBTVSFE XJUI MFTT FSSPS
UIBO 1SPUFTUBOUT XIP XJMM IBWF HSFBUFS NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIFJS DIVSDI BUUJUVEF XIJMF CFJOH NPSF
MJCFSBM ćF EJSFDUJPO PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JT TUJMM SBOEPN CVU UIF WBSJBODF JO UIF NFBTVSFNFOU
FSSPS JT DPSSFMBUFE XJUI UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF 'VSUIFSNPSF XIJMF XF IBWF GPDVTFE PO UIF
NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF DIVSDI BUUJUVEF WBSJBCMF UIF BVUIPST BSF JOUFSFTUFE JO EJTUJOHVJTIJOH UIF
TPDJBMJ[JOH GPSDFT PG DIVSDI BOE DPNNVOJUZ BOE UIF TBNF TNBMM BSFB FTUJNBUJPO QSPCMFN BQQMJFT UP
NFBTVSJOH UIF BWFSBHF BCPSUJPO QPTJUJPO PG UIF DPNNVOJUZ B SFTQPOEFOU MJWFT JO 0CWJPVTMZ UIPVHI UIF
TBNQMF TJ[F XJUIJO BOZ PG UIF ƉƏ OFJHICPSIPPET JT NVDI MBSHFS UIBO GPS UIF QBSJTIFT BOE UIVT UIF EFHSFF
PG NFBTVSFNFOU FSSPS JT TNBMMFS JO UIJT WBSJBCMF ƭƬ 'JOBMMZ BT JU JT TVSWFZ EBUB UIFSF JT B WBSJFUZ PG
NJTTJOH EBUB BDSPTT UIF WBSJBCMFT EVF UP OPOSFTQPOTF %FTQJUF BMM UIFTF DPNQMJDBUJOH GBDUPST UIJT JT B TFU
VQ XFMM TVJUFE UP PVS NFUIPE ćF QSJPST BSF BOBMZUJDBMMZ USBDUBCMF UIF IFUFSPHFOFPVT OBUVSF PG UIF
NFBTVSFNFOU FSSPS QPTFT OP QSPCMFNT CFDBVTF XF TFU QSJPST JOEJWJEVBMMZ GPS FWFSZ DFMM BOE
NFBTVSFNFOU FSSPS BDSPTT EJČFSFOU WBSJBCMFT QPTFT OP QSPCMFNT CFDBVTF UIF TUSFOHUI PG UIF ĺĶ
GSBNFXPSL JT IBOEMJOH EJČFSFOU QBUUFSOT PG NJTTJOHOFTTƭƭ
8F SFQMJDBUF UIF ĕOBM NPEFM JO UBCMF Ɗ PG )VDLGFMEU 1MVU[FS BOE 4QSBHVF 	ƉƑƑƋ
 0VS UBCMF ƊƉ TIPXT
UIF SFTVMUT PG UIF OBJWF SFHSFTTJPO TVCKFDU UP NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF ĕSTU DPMVNO 1BSJTI BUUJUVEFT
IBWF OP FČFDU PO UIF BCPSUJPO PQJOJPOT PG DIVSDIHPFST CVU JOEJWJEVBMMFWFM WBSJBCMFT TVDI BT FEVDBUJPO
BOE QBSUZ JEFOUJĕDBUJPO BOE UIF GSFRVFODZ XJUI XIJDI UIF SFTQPOEFOU BUUFOET DIVSDI QSFEJDU BCPSUJPO
BUUJUVEFT ćF BDU PG HPJOH UP DIVSDI TFFNT UP EFDSFBTF UIF EFHSFF PG TVQQPSU GPS MFHBMJ[FE BCPSUJPO CVU
ƊƉ 8JUIJO QBSJTIFT UIF NFEJBO TBNQMF TJ[F JT Ǝ BOE POMZ Ǝ QFSDFOU PG PCTFSWBUJPOT IBWF BU MFBTU UIJSUZ PCTFSWFE SFTQPOTFT
UP UIF BCPSUJPO TDBMF BNPOH GFMMPX DPOHSFHBOUT JO UIFJS QBSJTI ćVT XF VTF UIF TNBMM TBNQMF XJUIJOHSPVQ FTUJNBUF GPS UIF
TUBOEBSE EFWJBUJPOT QPPMJOH WBSJBODF BDSPTT QBSJTIFT 8JUIJO OFJHICPSIPPET IPXFWFS UIF NFEJBO TBNQMF TJ[F JT ƌƏ GVMMZ Ƒƍ
QFSDFOU PG PCTFSWBUJPOT IBWF UIJSUZ PS NPSF SFTQPOEFOUT JO UIFJS OFJHICPSIPPE BOE TP XF FTUJNBUF UIF TUBOEBSE EFWJBUJPO JO
FBDI OFJHICPSIPPE EJSFDUMZ GSPN POMZ UIF PCTFSWBUJPOT JO UIBU OFJHICPSIPPE
ƊƊ 'PS BEEJUJPOBM XPSL PO TNBMM BSFB FTUJNBUJPO GSPN BONVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO GSBNFXPSL TFF )POBLFS BOE 1MVU[FS ƊƈƉƉ
*O QBSUJDVMBS UIFSF BSF BEEJUJPOBM QPTTJCMZ FďDJFODZ HBJOT GSPN USFBUJOH UIF FSSPST XJUIJO JOEJWJEVBMT JO UIF TBNF DIVSDI PS
DPNNVOJUZ BT DPSSFMBUFE BT XFMM BT CSJOHJOH JO BVYJMJBSZ $FOTVT EBUB BOE UIJT XPSL TIPXT UP BQQSPBDI UIJT XJUI UXP MFWFMT PG
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O ƋƍƏ ƍƊƉ ƏƏƊ
∗∗ : Q < Ŝ.Ŝŝ ∗ : Q < Ŝ.Ŝš ◦ : Q < Ŝ.ŝŜ
5BCMF ƊƉ .FBO 1BSJTI "UUJUVEFT BSF FTUJNBUFE CZ UIF BWFSBHF PG BDSPTT UIPTF PUIFS SFTQPOEFOUT JO UIF TVSWFZ
XIP BUUFOE UIF TBNF DIVSDI ćFTF iTNBMM BSFB FTUJNBUFTw XJUI TNBMM TBNQMF TJ[F BOE MBSHF TUBOEBSE FSSPST IBWF
BO BOBMZUJDBMMZ DBMDVMBCMF NFBTVSFNFOU FSSPS 8JUIPVU BDDPVOUJOH GPS NFBTVSFNFOU FSSPS UIFSF JT OP EJTDFSOBCMF
FČFDU 	DPMVNO Ɖ
 CVU BęFS BQQMZJOH ĺļ 	DPMVNO Ɗ
 UP DPSSFDU GPS NFBTVSFNFOU FSSPS XF TFF UIBU UIF BWFSBHF
PQJOJPO JO B SFTQPOEFOUT DPOHSFHBUJPO QSFEJDUT UIFJS PXO BUUJUVEF UPXBSET BCPSUJPO
ƏƋ
UIF CFMJFGT PG UIF GFMMPX DPOHSFHBOUT JO UIBU DIVSDI IBWF OP TPDJBM FČFDU PS QSFTTVSF *OUFSFTUJOHMZ
$BUIPMJDT BQQFBS UP CF EJČFSFOU GSPN OPO$BUIPMJDT XJUI BSPVOE B IBMG QPJOU MFTT TVQQPSU GPS BCPSUJPO
PO B TJY QPJOU TDBMF
ćF TFDPOE DPMVNO BQQMJFT PVS NPEFM GPS NFBTVSFNFOU FSSPS EFUFSNJOJOH UIF PCTFSWBUJPOMFWFM
QSJPST GPS OFJHICPSIPPE BOE QBSJTI BUUJUVEFT BOBMZUJDBMMZ BT B GVODUJPO PG UIF TBNQMF PG SFTQPOEFOUT JO
UIBU OFJHICPSIPPE BOE QBSJTI 0OMZ UIF DPNQMFUF PCTFSWBUJPOT BSF VTFE JO DPMVNO UXP TP EJČFSFODFT
XJUI UIF PSJHJOBM NPEFM BSF EVF UP DPSSFDUJPOT PG UIF NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF TNBMM BSFB FTUJNBUFT 8F
TFF OPX UIF FČFDU PG TPDJBM UJFT 3FTQPOEFOUT UIBU HP UP DIVSDIFT XIFSF UIF TVQQPSU GPS MFHBM BCPSUJPO JT
IJHIFS UIFNTFMWFT IBWF HSFBUFS TVQQPSU GPS MFHBM BCPSUJPO ćJT NBZ CF CFDBVTF BCPSUJPO JT B NPSBM
JTTVF UIBU DBO CF TIBQFE JO UIF DIVSDI DPOUFYU BOE JOĘVFODFE CZ DPSFMJHJPOJTUT PS UIJT NBZCF B GPSN PG
TFMG TFMFDUJPO PG DIVSDI BUUFOEBODF UP DIVSDIFT UIBU BHSFF PO UIF BCPSUJPO JTTVF 8JUI FJUIFS
JOUFSQSFUBUJPO UIJT UJF CFUXFFO UIF BUUJUVEFT JO UIF OFUXPSL PG UIF SFTQPOEFOUT DIVSDI BOE UIF
SFTQPOEFOUT PXO QFSTPOBM BUUJUVEF EJTBQQFBST EVF UP NFBTVSFNFOU FSSPS DBVTFE CZ UIF JOFWJUBCMF TNBMM
TBNQMFT PG QBSJTIJPOFST JO BOZ JOEJWJEVBM DIVSDI
0G DPVSTF PVS ĺļ BQQSPBDI DBO TJNVMUBOFPVTMZ DPSSFDU GPS NJTTJOH EBUB BMTP BOE NVMUJQMF
JNQVUBUJPO PG OPOSFTQPOTF JODSFBTFT CZ POF IBMG UIF OVNCFS PG PCTFSWBUJPOT BWBJMBCMF JO UIJT
SFHSFTTJPOƭƮ .PTU PG UIF TBNF SFTVMUT SFNBJO XIJMF UIF TUBOEBSE FSSPST TISJOL EVF UP UIF JODSFBTF JO
TBNQMF TJ[F 4JNJMBS UP UIF QBSJTI WBSJBCMF MPDBM OFJHICPSIPPE BUUJUVEFT BSF OPX TUBUJTUJDBMMZ TJHOJĕDBOU
BU UIF OJOFUZĕWF QFSDFOU MFWFM ćF POF WBSJBCMF UIBU DIBOHFT OPUJDFBCMZ JT UIF EVNNZ WBSJBCMF GPS
$BUIPMJDT XIJDI JT IBMWFE JO FČFDU BOE OP MPOHFS TUBUJTUJDBMMZ TJHOJĕDBOU PODF XF DPSSFDU GPS
NFBTVSFNFOU FSSPS BOE UIF SFTU PG UIF FČFDU EJTBQQFBST XIFO XF JNQVUF NJTTJOH EBUBƭƯ *O BMM ĺļ
TUSFOHUIFOT UIF BVUIPST ĕOEJOHT ĕOET TVQQPSU GPS UIFJS UIFPSJFT JO UIJT QBSUJDVMBS NPEFM XIFSF
ƊƋ 'PSUZTFWFO QFSDFOU PG UIJT NJTTJOHOFTT JT EVF UP SFTQPOEFOUT XIP BOTXFS TPNF CVU OPU BMM PG UIF BCPSUJPO TDFOBSJPT UIBU
DPOTUJUVUF UIF BCPSUJPO TDBMF ,OPXJOH UIF QBUUFSO PG BOTXFST UP UIF PUIFS DPNQMFUFE BCPSUJPO RVFTUJPOT BT XFMM BT UIF PUIFS
DPOUSPM WBSJBCMFT JO UIF NPEFM IFMQ QSFEJDU UIFTF NJTTJOH SFTQPOTFT
Ɗƌ $BUIPMJDT BSF TUJMM MFTT MJLFMZ UP TVQQPSU BCPSUJPO 	B NFBO TVQQPSU PG ƋƉ DPNQBSFE UP ƋƏ GPS OPO$BUIPMJDT
 CVU UIJT
EJČFSFODF JT FYQMBJOFE CZ WBSJBCMFT DPOUSPMMFE GPS JO UIF NPEFM TVDI BT JOEJWJEVBM EFNPHSBQIJDT BOE UIF TPDJBM UJFT PG $BUIPMJD
DIVSDIFT XIJDI IBWF MPXFS NFBO QBSJTI BUUJUVEFT UIBO OPO$BUIPMJD DIVSDIFT
Əƌ
QSFWJPVTMZ UIFSF XBT OP SFTVMU BOE BMJHOT UIJT SFHSFTTJPO XJUI UIF PUIFS NPEFMT QSFTFOUFE JO UIFJS XPSL
ƊƍƋ 5ĵĲ &ĳĳĲİŁ ļĳ 1ļĹĶŁĶİĮĹ 1ĿĲĳĲĿĲĻİĲŀ ļĻ 7ļŁĲ $ĵļĶİĲ
"OTPMBCFIFSF 3PEEFO BOE 4OZEFS 	ƊƈƈƐ
 TIPX UIBU UIF DBVTBM FČFDU PG PQJOJPOT BCPVU FDPOPNJD
QPMJDZ PO WPUF DIPJDF JT NVDI TUSPOHFS UIBO QSFWJPVTMZ FTUJNBUFE 	CVU DPOTJTUFOU XJUI XIBU POF XPVME
FYQFDU
 WJB B TJNQMF BMUFSOBUJWF NFUIPE PG SFNPWJOH NFBTVSFNFOU FSSPS BWFSBHJOH NBOZ NVMUJQMF
NFBTVSFT PG UIF TBNF DPODFQU "MUIPVHI UIF EBUB SFRVJSFNFOUT NBLF BQQSPBDI POMZ PDDBTJPOBMMZ
BQQMJDBCMF JU JT QPXFSGVM XIFO QPTTJCMF BOE JOTUSVDUJWF ćFZ DPOTJEFS , = şŠ TVSWFZ JUFNT
{Xŝ,XŞ, . . . ,X,} BMM UBLFO UP CF JNQFSGFDU JOEJDBUPST PG BO VOPCTFSWFE WBSJBCMF Y BOE BTTVNF
DPNNPO NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF ѫŞY ćBU JT XJL = YJ + VJL GPS FBDI J XIFSF &[VJL] = Ŝ BOE
&[VŞJL] = ѫŞL 8IJMF BOZ JOEJWJEVBM NFBTVSF IBT WBSJBODF ѫŞY + ѫŞL, UIF BWFSBHF PG UIF NFBTVSFT
X¯J = ŝ,
∑,
L=ŝ XJL IBT WBSJBODF ѫŞY + ѫ¯Ş/,, XIFSF ѫ¯Ş = ŝ,
∑,
L=ŝ ѫŞL JT UIF BWFSBHF NFBTVSFNFOU FSSPS
WBSJBODF BNPOH UIF JUFNT *G BMM PG UIF NFBTVSFT IBWF TJNJMBS BNPVOUT PG NFBTVSFNFOU FSSPS UIFO UIF
BWFSBHF PG UIF JUFNT XJMM IBWF GBS MPXFS MFWFMT PG NFBTVSFNFOU FSSPS UIBO BOZ TJOHMF JUFN 'VSUIFSNPSF
UIF FČFDU PG NFBTVSFNFOU FSSPS XJMM EFDSFBTF BT , JODSFBTFT
8F OPX TIPX UIBU JO UIF NPSF VTVBM TJUVBUJPO XIFSF SFTFBSDIFST IBWF BDDFTT UP POF PS POMZ B GFX
NFBTVSFT PG UIFJS LFZ DPODFQUT ĺļ DBO TUJMM SFDPWFS SFMJBCMF FTUJNBUFT CFDBVTF JU NBLFT NPSF FďDJFOU
VTF PG UIF EBUB BOE BWBJMBCMF BTTVNQUJPOT *U BMTP QSPWJEFT NPSF JOGPSNBUJPO CZ FOBCMJOH POF UP BWPJE
UIF BTTVNQUJPO UIBU BMM BWBJMBCMF NFBTVSFT BSF JOEJDBUPST PG FYBDUMZ UIF TBNF VOEFSMZJOH DPODFQU
5P JMMVTUSBUF UIFTF GFBUVSFT XF SFBOBMZ[F "OTPMBCFIFSF 3PEEFO BOE 4OZEFS 	ƊƈƈƐ
 XJUI UIFJS EBUB
GSPN UIF "NFSJDBO /BUJPOBM &MFDUJPO 4UVEZ 6TJOH UIFJS HFOFSBM BQQSPBDI XF ĕOE UIBU B POF TUBOEBSE
EFWJBUJPO JODSFBTF JO FDPOPNJD DPOTFSWBUJTN MFBET UP BO ƈƊƌ JODSFBTF JO UIF QSPCBCJMJUZ PG WPUJOH GPS
#PC %PMF
8F UIFO QFSGPSN ĺļ VTJOH POMZ UXP PG UIF UIJSUZGPVS WBSJBCMFT 5P BWPJE DIFSSZ QJDLJOH SFTVMUT XF
SFSBO UIF BOBMZTJT VTJOH BMM QPTTJCMF TVCTFUT PG UXP WBSJBCMFT DIPTFO GSPN UIF BWBJMBCMF Ƌƌ 'PS FBDI PG
Əƍ
UIFTF QBJST XF PWFSJNQVUFE UIF ĕSTU WBSJBCMF VTJOH UIF TFDPOE BT B QSPYZ 	TFF 4FDUJPO ƊƋƊ
 8F UIFO
FTUJNBUF UIF FČFDU PG UIBU PWFSJNQVUFE WBSJBCMF PO WPUJOH GPS #PC %PMF VTJOH B QSPCJU NPEFM 8F
DPNQBSF UIJT NFUIPE XJUI TJNQMZ UBLJOH UIF QBJSXJTF BWFSBHFT BOE VTJOH UIFN BT UIF NFBTVSF PG
FDPOPNJD QPMJDZ QSFGFSFODFT ćFTF BQQSPBDIFT NJNJD B DPNNPO TJUVBUPO JO QPMJUJDBM TDJFODF XIFO
SFTFBSDIFST IBWF BDDFTT UP SFMBUJWFMZ GFX WBSJBCMFT
'JHVSF ƊƉƉ TIPXT UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF UXP FTUJNBUFT &BDI DPMVNO SFQSFTFOUT UIF BWFSBHF PG
UIF FTUJNBUFE FČFDUT GPS POF NFBTVSF BWFSBHFE BDSPTT BMM JUT QBJST /PUF UIBU GPS FWFSZ WBSJBCMF ĺļ
FTUJNBUFT B MBSHFS FČFDU UIBO EPFT BWFSBHJOH BT DBO CF TFFO CZ UIF QPTJUJWF TMPQF PG FWFSZ MJOF ćF
iHPMETUBOEBSEw FTUJNBUF TVHHFTUFE CZ "OTPMBCFIFSF 3PEEFO BOE 4OZEFS 	ƊƈƈƐ
 JT XFMM BCPWF UIF BOZ
PG UIF QBJSXJTF BWFSBHJOH FTUJNBUFT CVU JU MJFT ĕSNMZ JO UIF NJEEMF PG UIF QBJSXJTF ĺļ FTUJNBUFT ćJT
TUSJLJOH SFTVMU TIPXT UIBU ĺļ NBLFT NPSF FďDJFOU VTF PG UIF BWBJMBCMF EBUB UP DPSSFDU GPS NFBTVSFNFOU
FSSPS
8IJMF UIF BWFSBHF SFTVMUT PG UIF QBJSXJTF ĺļ BMJHO XJUI UIF UIJSUZGPVS NFBTVSF HPMETUBOEBSE UIFSF
JT DPOTJEFSBCMF WBSJBODF BNPOH UIF JOEJWJEVBM NFBTVSFT ćJT JT JO QBSU EVF UP B GVOEBNFOUBM EJČFSFODF
CFUXFFO ĺļ BOE BWFSBHJOH 	PS NPSF HFOFSBM TDBMF DPOTUSVDUJPO UFDIOJRVFT MJLF GBDUPS BOBMZTJT
 ĺļ
DPSSFDUT NFBTVSFNFOU FSSPS PO B HJWFO WBSJBCMF JOTUFBE PG DPOTUSVDUJOH BO OFX NFBTVSF PG BO
VOEFSMZJOH DPODFQU ćJT PęFO WBMVBCMF SFTVMU BMMPXT VT UP JOWFTUJHBUF IPX UIF FTUJNBUFE FČFDU PG
FDPOPNJD QSFGFSFODFT WBSJFT BDSPTT UIF DIPJDF PG NFBTVSF 8JUI QBJSXJTF ĺļ XF ĕOE UIBU DMBTTJD
FDPOPNJD JEFPMPHZ JUFNT SFHBSEJOH UIF TJ[F PG HPWFSONFOU BOE JUT SPMF JO UIF FDPOPNZ IBWF B NVDI
MBSHFS FTUJNBUFE FČFDU PO WPUF DIPJDF UIBO RVFTUJPOT PO XFMGBSF QPMJDZ FRVBM PQQPSUVOJUZ BOE QPPS
QFPQMF  BMM PG XIJDI XFSF USFBUFE UIF TBNF VOEFS BWFSBHJOH *U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU DPSSFDUJOH UIF
DMBTTJD RVFTUJPOT PO FDPOPNJD QPMJDZ MFBE UP FWFO IJHIFS FTUJNBUFT UIBO JNQMJFE CZ UIF HPMETUBOEBSE
'VSUIFSNPSF UIF MPXFTU FTUJNBUFE FČFDUT DPNF GSPN WBSJBCMFT UIBU SFMBUF UP WJFXT PG UIF QPPS BOE UIFJS
CFOFĕUT GSPN UIF HPWFSONFOU XIJDI JO QBSU NBZ QSPYZ GPS PUIFS JTTVFT TVDI BT SBDJBM QPMJUJDT
"T "OTPMBCFIFSF 3PEEFO BOE 4OZEFS 	ƊƈƈƐ


















































'JHVSF ƊƉƉćF MJOFT DPOOFDU FTUJNBUFT GSPN BWFSBHJOH BDSPTT BMM QBJSXJTF FTUJNBUFT DPOUBJOJOH UIF TQFDJĕFE
WBSJBCMF 	MFę
 BOE FTUJNBUFT GSPN NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO 	SJHIU
 ĺļ FTUJNBUFT B IJHIFS BWFSBHF FČFDU BOE POF
UIBU JT DMPTFS UP UIF iHPMETUBOEBSEw ƋƌJUFN TDBMF JO FBDI DBTF 'VSUIFSNPSF ĺļ ĕOET IJHIFS FTUJNBUFE FČFDUT
GPS DMBTTJD FDPOPNJD JEFPMPHZ RVFTUJPOT BOE MPXFS FČFDUT GPS RVFTUJPOT PO XFMGBSF BOE FDPOPNJD PQQPSUVOJUZ
ƏƏ
BMMFWJBUJOH NFBTVSFNFOU FSSPS BOE JU XPSLT WFSZ XFMM XIFO B CBUUFSZ PG RVFTUJPOT FYJTUT GPS B HJWFO
DPODFQU 8IFO BT VTVBM MFTT JOGPSNBUJPO JT BWBJMBCMF ĺļ NBZ CF BCMF UP FYUSBDU NPSF JOGPSNBUJPO
GSPN UIF BWBJMBCMF EBUB
ƊƎ 8ĵĮŁ $ĮĻ (ļ 8ĿļĻĴŚ
ĺļT ƊTUFQ FTUJNBUJPO QSPDFEVSF NBLFT JU MJLF ĺĶ IJHIMZ SPCVTU UP NJTTQFDJĕDBUJPO FTQFDJBMMZ
DPNQBSFE UP TUSVDUVSBM FRVBUJPOMJLF BQQSPBDIFT )PXFWFS MJLF BOZ TUBUJTUJDBM QSPDFEVSF VTJOH JU
JOBQQSPQSJBUFMZ DBO MFBE UP JODPSSFDU JOGFSFODFT *OBQQSPQSJBUF VTFT JODMVEF UIF GPMMPXJOH 'JSTU VTJOH
ĺļ PS BOZ NFBTVSFNFOU FSSPS DPSSFDUJPO QSPDFEVSF UP EFBM XJUI WFSZ TNBMM EFHSFFT PG NFBTVSFNFOU
FSSPS NBZ SFEVDF CJBT BU UIF FYQFOTF PG B MBSHFS JODSFBTF JO WBSJBCJMJUZ (JWFO UIF MJLFMZ IJHI MFWFMT PG
NFBTVSFNFOU FSSPS JO QPMJUJDBM TDJFODF WBSJBCMFT UIJT JT B DPODFSO CVU XJMM OPU OPSNBMMZ CF NVDI PG BO
JTTVF 4FDPOE PWFSFTUJNBUJOH UIF BNPVOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS JO BO ĺļ BQQMJDBUJPO DBO MFBE UP
JODPSSFDU JOGFSFODFT CVU UIFTF JOGFSFODFT XJMM UZQJDBMMZ SFNBJO XJUIJO UIF NJOJNBMBTTVNQUJPO CPVOET
BOE TP VTFST TIPVME CF TVSF UP DPOTVMU UIF CPVOET BT B DIFDL 'VSUIFS ĺļ IBOEMFT UIFTF TJUVBUJPOT
CFUUFS UIBO TBZ NFUIPEPGNPNFOUT FTUJNBUPST 	'VMMFS ƉƑƐƏ
 FWFO JO TJNQMF DBTFTƭư ćJSE WJPMBUJPOT
PG UIF LFZ BTTVNQUJPOT BCPVU NFBTVSFNFOU FSSPS FTQFDJBMMZ ĺĮĿ BTTVNQUJPOT DBO MFBE UP CJBT BOE MJLF
BTTVNQUJPOT BCPVU PNJUUFE WBSJBCMF CJBT PS JHOPSBCJMJUZ BSF OPU OPSNBMMZ UFTUBCMF XJUIPVU BEEJUJPOBM
EBUB 4FOTJUJWJUZ UFTUT DPVME CF DPOEVDUFE IPXFWFS 'JOBMMZ XJUI UIFTF RVBMJĕDBUJPOT UIFSF BSF
DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI TJNQMF UFDIOJRVFT MJLF MJTUXJTF EFMFUJPO PS JHOPSJOH UIF QSPCMFN BMUPHFUIFS XJMM
CF QSFGFSSFE PWFS ĺļ CVU UIFTF DPOEJUJPOT OPSNBMMZ NBLF JU IJHIMZ VOMJLFMZ UIBU POF XPVME DPOUJOVF UP
USVTU UIF EBUB GPS TVCTFRVFOU BOBMZTFT 	,JOH FU BM ƊƈƈƉ

Ɗƍ *O UIF TJNVMBUJPOT PG 4FDUJPO ƊƋƉ XF ĕOE UIBU B NFUIPEPGNPNFOUT FTUJNBUPS DBO IBWF VQ UP ƉƐƐ UJNFT IJHIFS TRVBSFE
CJBT XJUIPVU BOZ PČTFUUJOH JODSFBTF JO FďDJFODZ
ƏƐ
ƊƏ $ļĻİĹłŀĶļĻ
.FBTVSFNFOU FSSPS JT B DPNNPO BOE DPNNPOMZ JHOPSFE QSPCMFN JO UIF TPDJBM TDJFODFT 'FX PG UIF
NFUIPET QSPQPTFE GPS JU IBWF CFFO XJEFMZ VTFE MBSHFMZ CFDBVTF PG JNQMBVTJCMF BTTVNQUJPOT IJHI MFWFMT
PG NPEFM EFQFOEFODF EJďDVMU DPNQVUBUJPO BOE JOBQQMJDBCJMJUZ XJUI NVMUJQMF NJTNFBTVSFE WBSJBCMFT
)FSF XF HFOFSBMJ[F UIF NVMUJQMF JNQVUBUJPO GSBNFXPSL UP IBOEMF PCTFSWFE EBUB NFBTVSFE XJUI
FSSPS 0VS NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO 	ĺļ
 HFOFSBMJ[BUJPO PWFSXSJUFT PCTFSWFE CVU NJTNFBTVSFE
PCTFSWBUJPOT XJUI B EJTUSJCVUJPO PG WBMVFT SFĘFDUJOH UIF CFTU HVFTT BOE VODFSUBJOUZ JO UIF MBUFOU WBSJBCMF
0VS DPODFQUVBMJ[BUJPO PG UIF QSPCMFN JT UIBU NJTTJOH WBMVFT BSF NFSFMZ BO FYUSFNF GPSN PG
NFBTVSFNFOU FSSPS BOE JO GBDU BO FBTZ DBTF UP BEESFTT XJUI TUBOEBSE JNQVUBUJPO NFUIPET CFDBVTF UIFSF
JT TP MJUUMF UP DPOEJUJPO PO JO UIF NPEFM )PXFWFS DPSSFDUMZ JNQMFNFOUJOH UIF NVMUJQMF JNQVUBUJPO
GSBNFXPSL UP BMTP IBOEMF iQBSUJBMMZ NJTTJOHw EBUB WJB JOGPSNBUJWF PCTFSWBUJPOMFWFM QSJPST EFSJWFE
GSPN UIF NJTNFBTVSFE EBUB BMMPXT VT UP VOJGZ UIF USFBUNFOU PG BMM MFWFMT PG NFBTVSFNFOU FSSPS
JODMVEJOH UIF DBTF PG DPNQMFUFMZ NJTTJOH WBMVFT
ćJT BQQSPBDI NBLFT GFBTJCMF SJHPSPVT USFBUNFOU PG NFBTVSFNFOU FSSPS BDSPTT NVMUJQMF DPWBSJBUFT
XJUI IFUFSPTLFEBTUJD FSSPST BOE JO UIF QSFTFODF PG WJPMBUJPOT PG BTTVNQUJPOT OFDFTTBSZ GPS DPNNPO
NFBTVSFNFOU USFBUNFOUT TVDI BT UIF FSSPSTJOWBSJBCMFT NPEFM ćF NPEFM XPSLT JO TVSWFZ EBUB BOE
UJNF TFSJFT DSPTTTFDUJPOBM EBUB BOE XJUI QSJPST PO JOEJWJEVBM NJTTJOH DFMM WBMVFT PS UIPTF NFBTVSFE
XJUI FSSPS 8JUI ĺļ 4DIPMBST DBO QSFQSPDFTT UIFJS EBUB UP BDDPVOU GPS NFBTVSFNFOU FSSPS BOE NJTTJOH
EBUB BOE UIFO VTF UIF PWFSJNQVUFE EBUB TFUT PVS TPęXBSF QSPEVDFT XJUI XIBUFWFS NPEFM UIFZ XPVME
IBWF VTFE XJUIPVU JU JHOPSJOH UIF NFBTVSFNFOU JTTVFT ćFTF BEWBODFT BMPOH XJUI UIF NPSF
BQQMJDBUJPOTQFDJĕD UFDIOJRVFT PG *NBJ BOE :BNBNPUP 	ƊƈƉƈ
 BOE ,BU[ BOE ,BU[ 	ƊƈƉƈ
 SFQSFTFOU
JNQPSUBOU TUFQT GPS UIF DPSSFDUJPO PG NFBTVSFNFOU FSSPS JO UIF TPDJBM TDJFODFT
ćF BEWBODFT EFTDSJCFE IFSF DBO CF JNQMFNFOUFE XIFO UIF EFHSFF PG NFBTVSFNFOU FSSPS DBO CF
BOBMZUJDBMMZ EFUFSNJOFE GSPN LOPXO TBNQMF QSPQFSUJFT FTUJNBUFE XJUI BEEJUJPOBM QSPYJFT PS FWFO
XIFO JU DBO POMZ CF CPVOEFE CZ UIF BOBMZTU )PXFWFS MPPLJOH GPSXBSE PęFO UIF PSJHJOBM DSFBUPST PG
ƏƑ
OFX NFBTVSFT BSF JO UIF CFTU QPTJUJPO UP LOPX UIF EFHSFF PG NFBTVSFNFOU FSSPS QSFTFOU 	GPS FYBNQMF
UISPVHI NFBTVSFT PG JOUFSDPEFS SFMJBCJMJUZ DPNQBSJTPO UP HPMETUBOEBSE WBMJEBUJPO DIFDLT PS PUIFS
JOUFSOBM LOPXMFEHF
 BOE XF XPVME FODPVSBHF UIPTF XIP DSFBUF EBUB UP JODMVEF UIFJS FTUJNBUFT PG
WBSJBCMF PS DFMMMFWFM NFBTVSFNFOU FSSPS BT JNQPSUBOU BVYJMJBSZ JOGPSNBUJPO NVDI BT TBNQMJOH GSBNF
XFJHIUT BSF DPOTJEFSFE FTTFOUJBM JO UIF TVSWFZ MJUFSBUVSFT /PX UIBU FBTZUPVTF QSPDFEVSFT FYJTU GPS
BOBMZ[JOH UIFTF EBUB XF IPQF UIJT JOGPSNBUJPO XJMM CF NBEF NPSF XJEFMZ BWBJMBCMF BOE VTFE
Ɛƈ
" DIBOHF JT HPOOB DPNF
4BN $PPLF
3
(BNFDIBOHFST %FUFDUJOH 4IJęT JO UIF 'MPX PG
$BNQBJHO $POUSJCVUJPOT
ƋƉ *ĻŁĿļıłİŁĶļĻ
&MFDUPSBM DBNQBJHOT BSF UIF DFOUSBM FWFOUT JO UIF QPMJUJDBM MJGF PG EFNPDSBDJFT "OE JODSFBTJOHMZ
DBNQBJHOT BSF BT NVDI BCPVU HBSOFSJOH NPOFZ BT UIFZ BSF BCPVU HBSOFSJOH WPUFT *OEFFE DBOEJEBUFT
WJFX GVOESBJTJOH BT B WJUBM BOE UJNFDPOTVNJOH QBSU PG XIBU UIFZ EP 'PS DJUJ[FOT DBNQBJHO
DPOUSJCVUJPOT SFQSFTFOU B DPTUMZ GPSN PG QPMJUJDBM QBSUJDJQBUJPO ćJT QBSUJDJQBUJPO DFSUBJOMZ EFQFOET PO
ƐƉ
GFBUVSFT PG UIF JOEJWJEVBM 	7FSCB 4DIMP[NBO BOE #SBEZ ƉƑƑƍ
 CVU JU BMTP FCCT BOE ĘPXT UISPVHIPVU
UIF FMFDUJPO TFBTPO JO SFTQPOTF UP OFXT DPWFSBHF DBNQBJHO FWFOUT BOE DIBOHFT JO DBOEJEBUF TUSBUFHZ
	.VU[ ƉƑƑƍ
 8IJMF UIFSF JT TPNF FNQJSJDBM FWJEFODF UIBU NPNFOUVN NBUUFST 	#BSUFMT ƉƑƐƍ
 UIFSF
IBWF CFFO GFX TUVEJFT UIBU BUUFNQU UP QJOQPJOU TUBUJTUJDBMMZ XIFO DBNQBJHOT UBLF PČ PS GBMM ĘBU ćJT
FTTBZ TFFLT UP EP KVTU UIBU ĕOE QPJOUT JO UJNF XIFO DPOUSJCVUJPOT UP B DBOEJEBUF DIBOHF ESBNBUJDBMMZ
5P FTUJNBUF UIFTF TIJęT * QSPQPTF B OPWFM #BZFTJBO DIBOHFQPJOU NPEFM DBMMFE UIF HBNFDIBOHFST
NPEFM UBJMPSFE UP IBOEMF DBNQBJHO DPOUSJCVUJPO EBUB ćF OVNCFS PG DPOUSJCVUPST UP B DBNQBJHO PO B
HJWFO EBZ JT IJHIMZ PWFSEJTQFSTFE EVF UP UIF DMVTUFSFE QSPDFTTJOH PG DPOUSJCVUJPOT BOE UIF JOUFSNJUUFOU
OBUVSF PG QPMJUJDBM BUUFOUJPO &YUBOU DIBOHFQPJOU NPEFMT GPS DPVOU EBUB TVDI BT UIPTF VTFE JO QPMJUJDBM
TDJFODF 	1BSL ƊƈƉƈ 4QJSMJOH ƊƈƈƏ
 VTF UIF 1PJTTPO EJTUSJCVUJPO XIJDI JT QSPCMFNBUJD IFSF CFDBVTF JU
QMBDFT JOBQQSPQSJBUF SFTUSJDUJPOT PO UIF WBSJBODF PG UIF EBUB "T TIPXO CFMPX UIJT DBO MFBE UP JODPSSFDU
JOGFSFODFT PO UIF MPDBUJPO PG DIBOHFQPJOUT ćF HBNFDIBOHFST NPEFM VTFT SBOEPN FČFDUT UP IBOEMF
PWFSEJTQFSTJPO BO BQQSPBDI UIBU JT FRVJWBMFOU UP BTTVNJOH B OFHBUJWF CJOPNJBM MJLFMJIPPE XIJDI JT
DPNNPO JO QPMJUJDBM TDJFODF 	,JOH ƉƑƐƑ

.PTU DIBOHFQPJOU NPEFMT SFRVJSF SFTFBSDIFST UP TQFDJGZ UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT JO BEWBODF CVU
JU JT IBSEMZ DMFBS XIBU UIF iDPSSFDUw OVNCFS PG HBNFDIBOHFST JT GPS BOZ HJWFO DBNQBJHO MFU BMPOF B
TFSJFT PG DBNQBJHOT 5P BMMFWJBUF UIJT QSPCMFN UIF HBNFDIBOHFST NPEFM UBLFT B #BZFTJBO
OPOQBSBNFUSJD BQQSPBDI BOE FTUJNBUFT UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT BMPOH XJUI UIFJS MPDBUJPO ćJT
BQQSPBDI JT BO FYUFOTJPO PG UIF $IJC 	ƉƑƑƐ
 NFUIPE GPS FTUJNBUJOH DIBOHFQPJOUT BOE JODPSQPSBUFT B
%JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS GPS UIF DMVTUFSJOH PG UIF DPOUSJCVUJPOT JOUP SFHJNFT ćJT QSPWJEFT B
DPNQVUBUJPOBMMZ FďDJFOU BOE DPODFQUVBMMZ TUSBJHIUGPSXBSE NFUIPE GPS BMMPXJOH UIF NPEFM UP JODMVEF
UIF OVNCFS PG SFHJNFT BOE UIVT UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT 8IJMF UIJT NPEFM JT UBJMPSFE UP
FTUJNBUJOH DIBOHFQPJOUT GPS DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT JU DBO CF BQQMJFE UP BOZ UJNF TFSJFT PG
PWFSEJTQFSTFE DPVOUT .PSF HFOFSBMMZ UIF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS BQQSPBDI UP FTUJNBUJOH UIF OVNCFS PG
DIBOHFQPJOUT HFOFSBMJ[FT CFZPOE UIJT NPEFM PS FWFO DPVOU EBUB
ƐƊ
ćF FTTBZ QSPDFFET BT GPMMPXT 4FDUJPO ƋƊ EFTDSJCFT UIF DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB BOE UIF WBSJPVT
GBDUPST UIBU MFBE UP PWFSEJTQFSTJPO 4FDUJPO ƋƋ EFTDSJCFT UIF HBNFDIBOHFST NPEFM BOE UIF
DPNQVUBUJPOBM BQQSPBDI UP ĕUUJOH UIF NPEFM 4FDUJPO Ƌƌ EFTDSJCFT GPVS WJHOFUUFT UIBU TIPX IPX UIF
NPEFM XPSLT JO TJNVMBUFE BOE SFBM EBUB 4FDUJPO Ƌƍ DPODMVEFT
ƋƊ 5ĵĲ ıņĻĮĺĶİŀ ļĳ İĮĺĽĮĶĴĻ İļĻŁĿĶįłŁĶļĻŀ
ćF 'FEFSBM &MFDUJPO $PNNJTTJPO 	'&$
 DPMMFDUT EBUB PO DPOUSJCVUJPOT PG ƒƊƈƈ PS NPSF UP DBNQBJHOT
GPS GFEFSBM PďDF NBEF CZ JOEJWJEVBMT BOE HSPVQT ćF '&$ SFRVJSFT DBNQBJHOT UP SFQPSU B GBJS BNPVOU
PG JOGPSNBUJPO JODMVEJOH UIF EBUF UIBU UIF DBNQBJHO SFDFJWFE UIF DPOUSJCVUJPO
	'FEFSBM &MFDUJPO $PNNJTTJPO ƊƈƉƉ
 ćFTF SFQPSUT BMMPX VT UP USBDL CPUI UIF EBJMZ OVNCFS PG












'JHVSF ƋƉ %BJMZ OVNCFS PG JOEJWJEVBM DPOUSJCVUJPOT UP #BSBDL 0CBNB JO ƊƈƉƉ #MBDL EPUT BSF XFFLEBZT BOE SFE
EPUT BSF XFFLFOET 7FSUJDBM MJOFT BSF UIF ĕMJOH EFBEMJOFT
$BNQBJHO DPOUSJCVUJPOT IBWF B GFX VOJRVF GFBUVSFT UIBU NBLF JU EJďDVMU UP BQQMZ DPNNPOMZVTFE
ƐƋ
DIBOHFQPJOU NPEFMT 'PS OPOFMFDUSPOJD DPOUSJCVUJPOT UIF EBUF UIF DBNQBJHO SFQPSUT iSFDFJWJOHw B
DPOUSJCVUJPO NJHIU EJČFS GSPN UIF EBUF UIBU UIF EBUF UIBU UIF EPOPS NBEF UIF DPOUSJCVUJPO ćFSF BSF
NBOZ SFBTPOT GPS UIJT CVU UXP TUBOE PVU 'JSTU JG DPOUSJCVUJPOT USBWFM CZ NBJM UIFZ NJHIU UBLF TPNF
UJNF UP SFBDI UIF DBNQBJHO 4FDPOE BOE NPSF JNQPSUBOU GPS UIJT TUVEZ JT UIF QPUFOUJBM GPS EFMBZT JO
DBNQBJHO QSPDFTTJOH PG DPOUSJCVUJPOT $BNQBJHO TUBČ BSF MJNJUFE JO UIF BNPVOU PG UJNF UIFZ DBO
QSPDFTT JODPNJOH DPOUSJCVUJPOToFWFO JG B DPOUSJCVUJPO BSSJWFT PO B HJWFO EBZ JU NJHIU OPU CF QSPDFTTFE
VOUJM MBUFS 0OF JOEJDBUJPO PG UIJT JT HJWFO JO 'JHVSF ƋƉ XIJDI TIPXT UIF OVNCFS PG DPOUSJCVUJPOT
SFDFJWFE CZ #BSBDL 0CBNB JO ƊƈƉƉ XJUI XFFLFOET QMPUUFE JO SFE $BNQBJHOT BSF NVDI NPSF MJLFMZ UP
SFDFJWF DPOUSJCVUJPOT PO B XFFLEBZ DPNQBSFE UP UIF XFFLFOE ćJT QBUUFSO SFTVMUT GSPN UIF GBDU UIBU
DBNQBJHO TUBČ MBSHFMZ XPSL B USBEJUJPOBM XPSL XFFL BOE TP DPOUSJCVUJPOT UIBU BSSJWF EVSJOH UIF
XFFLFOE BSF QSPDFTTFE BęFS TUBČFST SFUVSO UP XPSL PO .POEBZ
$BOEJEBUFT BMTP IBWF TUSBUFHJD SFBTPOT GPS QSPDFTTJOH DPOUSJCVUJPOT BU EJČFSFOU SBUFT POF EVF UP
TJHOBMJOH BOE POF EVF UP DPOUSJCVUJPO MJNJUT 	$ISJTUFOTPO BOE 4NJEU ƊƈƉƉ
 'JSTU UIF '&$ SFRVJSFT UIBU
DBOEJEBUFT SFQPSU UIFJS DPOUSJCVUJPOT UP UIF '&$ BU WBSJPVT QPJOUT UISPVHIPVU UIF DBNQBJHO ćFTF
SFQPSUT BSF JNQPSUBOU BT UIFZ QVCMJDMZ EJTDMPTF UIF DBOEJEBUFT BCJMJUZ UP SBJTF GVOET $BOEJEBUFT XBOU UP
TJHOBM UIBU UIFZ BSF B IJHIRVBMJUZ DBOEJEBUF BOE POF XBZ UP EP UIJT JT UP IBWF B MBSHF OVNCFS PG
DPOUSJCVUPST ćVT DBNQBJHO TUBČ XPSL UP QSPDFTT BOZ JODPNJOH DPOUSJCVUJPOT CFGPSF UIFTF ĕMJOH
EFBEMJOFT TP BT UP NBYJNJ[F UIF SFQPSUFE DPOUSJCVUJPOT 'JHVSF ƋƉ TIPXT UIF ĕMJOH EFBEMJOFT GPS ƊƈƉƉ
BT WFSUJDBM MJOFT $MFBSMZ UIFSF JT B NBSLFE JODSFBTF JO UIF OVNCFS PG DPOUSJCVUJPOT SFDFJWFE BSPVOE UIF
ĕMJOH EFBEMJOFT " TFDPOE SFBTPO GPS QSFEFBEMJOF JODSFBTFT JT UIBU UIFSF BSF EJČFSFOU DPOUSJCVUJPO
MJNJUT GPS CFGPSF BOE BęFS UIF QSJNBSZ FMFDUJPO " DBOEJEBUF XPVME XBOU UP QSPDFTT BOZ QSFQSJNBSZ
DPOUSJCVUJPOT CFGPSF UIF SFMFWBOU ĕMJOH EFBEMJOF TP UIBU UIPTF QSFQSJNBSZ EPOPST DBO MFHBMMZ DPOUSJCVUF
UP UIF DBNQBJHO BHBJO EVSJOH UIF SVO VQ UP UIF HFOFSBM FMFDUJPO 'JMJOH EFBEMJOFT BOE XFFLFOET BSF UXP
GFBUVSFT DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB UIBU DPOUSJCVUF UP UIF PWFSEJTQFSTJPO PG UIFJS EJTUSJCVUJPO
ćF BCPWF SFBTPOT GPS PWFSEJTQFSTJPO DPVME CF NFBTVSFE BOE BDDPVOUFE GPS JO B 1PJTTPO SFHSFTTJPO
Ɛƌ
NPEFM XIJDI XPVME BMMFWJBUF TPNF PG UIF QSPCMFN ćFSF BSF PUIFS GFBUVSFT PG DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT
UIBU DBO MFBE UP PWFSEJTQFSTJPO BT XFMM TPNF PG XIJDI BSF IBSE UP NFBTVSF 'PS JOTUBODF DBNQBJHOT
SFDFJWF NBOZ DPOUSJCVUJPOT BT QBSU PG DBNQBJHO GVOESBJTJOH FWFOUTEJOOFST TQFBLJOH FOHBHFNFOUT
BOE TP PO ćFTF FWFOUT BEE UP UIF DMVTUFSJOH PG UIF DPOUSJCVUJPOT CFDBVTF UIFZ HSPVQ DPOUSJCVUPST
UPHFUIFS JO UJNF ćFTF FWFOUT BSF NPSF QSPCMFNBUJD UIBO XFFLFOET BOE ĕMJOH EFBEMJOFT CFDBVTF JU JT
WFSZ EJďDVMU UP DPMMFDU EBUB PO UIF UJNJOH PG DBNQBJHO GVOESBJTFST ćVT JU JT JNQPSUBOU UIBU XF CVJME B
NPEFM UIBU DBO IBOEMF UIFTF VONFBTVSFE GPSNT PG PWFSEJTQFSTJPO JOIFSFOU JO DPOUSJCVUJPOT EBUB
ƋƋ " ĺļıĲĹ ĳļĿ İĵĮĻĴĲĽļĶĻŁŀ ĶĻ İĮĺĽĮĶĴĻ İļĻŁĿĶįłŁĶļĻŀ
ƋƋƉ $ĵĮĻĴĲĽļĶĻŁ ĺļıĲĹŀ
$IBOHFQPJOU NPEFMT FTUJNBUF EJTDSFUF DIBOHFT JO UIF EJTUSJCVUJPO PG UJNFTFSJFT EBUB (JWFO B
UJNFTFSJFT PG PCTFSWFE DPOUSJCVUJPO DPVOUT : = (Zŝ, . . . , Z5) B DIBOHFQPJOU NPEFM BTTVNFT UIBU UIF
EJTUSJCVUJPO PG ZU JT EJTUSJCVUFE BDDPSEJOH UP B QBSBNFUFS ѝU XIJDI UBLFT PO.+ ŝ EJTUJODU WBMVFT
EFQFOEJOH PO U XIFSF. JT UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT ćVT.+ ŝ JT UIF OVNCFS PG EJTUJODU
QBSBNFUFS SFHJNFT JO UIF EBUB -FU D = (Dŝ, . . . , D.) CF UIF WFDUPS PG DIBOHFQPJOUT BOE
Ѣ = (Ѣŝ, . . . , Ѣ.+ŝ) CF UIF WFDUPS PG QBSBNFUFST BTTPDJBUFE XJUI FBDI SFHJNF 8JUI UIFTF XF DBO EFĕOF
UIF QBSBNFUFST BU FBDI QPJOU JO UJNF BT
ѝU = ѢN JGG DN−ŝ < U ≤ DN, 	ƋƉ

XIFSF XF EFĕOF DŜ = Ŝ BOE D.+ŝ = 5 ćVT FBDI PCTFSWBUJPO UBLFT PO UIF QBSBNFUFST PG JUT SFHJNF
0OF XBZ UP DPODFQUVBMJ[F UIJT NPEFM JT UP JNBHJOF UIF UJNFTFSJFT BT SFTJEJOH JO POF SFHJNF GPS B
HJWFO BNPVOU PG UJNF CFGPSF KVNQJOH UP BOPUIFS SFHJNF BU B DIBOHFQPJOU $IJC 	ƉƑƑƐ
 TIPXT UIBU XF
DBO UIJOL PG UIJT SFHJNFTXJUDIJOH TUSVDUVSF BT B EJTDSFUFUJNF EJTDSFUFTUBUF .BSLPW QSPDFTT XJUI B
DPOTUSBJOFE USBOTJUJPO NBUSJY -FU 4 = (Tŝ, . . . , T5) CF B WFDUPS PG SFHJNF JOEJDBUPS TP UIBU JG TU = N
Ɛƍ
UIFO BU UJNF U UIF UJNFTFSJFT JT JO SFHJNFN BOE UIBU DN−ŝ < U ≤ DN (JWFO UIF OBUVSF PG UIF NPEFM XF
POMZ IBWF UP TQFDJGZ UIF QSPCBCJMJUZ PG USBOTJUJPOJOH UP UIF OFYU SFHJNF 1S(TU+ŝ = K+ ŝ|TU = K) = QK,K+ŝ
8F DBO NPEFM 4 JO QMBDF PG UIF DIBOHFQPJOUT TJODF UIF LUI DIBOHFQPJOU IBQQFOT BU DL JG BOE POMZ JG
TDL = L BOE TDL+ŝ = L+ ŝ ćF SFHJNF JOEJDBUPST BSF VTFGVM JO #BZFTJBO DIBOHFQPJOU NPEFMT XIFSF XF
DBO BVHNFOU B NPEFM XJUI UIFTF MBUFOU WBSJBCMFT UP FBTF DPNQVUBUJPO 	$IJC BOE (SFFOCFSH ƉƑƑƎ
 ćJT
NPEFM PG $IJC 	ƉƑƑƐ
 GPSDFT UIF UJNFTFSJFT UP SFTJEF JO FBDI PG UIF.+ ŝ SFHJNFT XJUIPVU TLJQQJOH B
SFHJNF PS SFUVSOJOH UP B SFHJNF /PUF UIPVHI UIBU JG XF BSF JOUFSFTUFE JO FTUJNBUJOH UIF DIBOHFQPJOUT
D UIFO SFDVSSFOU SFHJNFT BSF TUSBJHIUGPSXBSE TJODF UIF NPEFM XJMM SFDPWFS UIF SFMFWBOU DIBOHFQPJOUT
BOE USFBU UIFTF SFDVSSFODF BT EJTUJODU SFHJNFT .PSF USPVCMJOH JT UIF MBDL PG SFHJNF TLJQQJOH XIJDI
NFBOT UIBU FBDI PG UIF.+ ŝ SFHJNFT JT WJTJUFE ćJT DBO CF QSPCMFNBUJD JG UIF USVF OVNCFS PG TUSVDUVSBM
CSFBLT JT MFTT UIBO UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT JO UIF NPEFM * BEESFTT UIJT JTTVF CFMPX
ƋƋƊ 5ĮĶĹļĿĶĻĴ İĵĮĻĴĲĽļĶĻŁŀ ĳļĿ İĮĺĽĮĶĴĻ İļĻŁĿĶįłŁĶļĻŀ ıĮŁĮ
6Q UP UIJT QPJOU * IBWF MFę UIF EJTUSJCVUJPO PG ZU VOTQFDJĕFE TJODF DIBOHFQPJOU NPEFMT DBO
BDDPNNPEBUF NBOZ EJČFSFOU EBUBHFOFSBUJOH QSPDFTTFT JODMVEJOH DPOUJOVPVT CJOBSZ BOE DPVOU
PVUDPNFT 4FF 1BSL 	ƊƈƉƈ ƊƈƉƉ
 BOE 4QJSMJOH 	ƊƈƈƏ
 GPS EJČFSFOU BQQMJDBUJPOT PG DIBOHFQPJOU NPEFMT JO
QPMJUJDBM TDJFODF 6OGPSUVOBUFMZ UIF FYUBOU DIBOHFQPJOU NPEFMT BSF QPPSMZ TVJUFE UP IBOEMF DBNQBJHO
DPOUSJCVUJPOT EBUB EVF UP UIF GFBUVSFT EJTDVTTFE BCPWF
ćF PWFSEJTQFSTJPO JOIFSFOU JO DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB SFRVJSFT B EFWJBUJPO GSPN UIF 1PJTTPO
DIBOHFQPJOU NPEFMT PG $IJC 	ƉƑƑƐ
 1BSL 	ƊƈƉƈ
 BOE 4QJSMJOH 	ƊƈƈƏ
 ćFTF NPEFMT BTTVNF UIBU
ZU|ѥU, TU = L ∼ 1P(ѥU), ѥU = FYQ(9UќL), 	ƋƊ

XIFSF Ϡ = (ќŝ, . . . , ќ.+ŝ) BSF UIF 1PJTTPO SFHSFTTJPO DPFďDJFOUT GSPN FBDI SFHJNF (JWFO UIF OBUVSF PG
UIF 1PJTTPO EJTUSJCVUJPO UIFTF NPEFMT JNQMJDJUMZ BTTVNF UIBU UIF NFBO JO BOZ TQFDJĕD SFHJNF JT FRVBM UP
UIF WBSJBODF ćJT BTTVNQUJPO JT VOMJLFMZ UP IPME JO HFOFSBM BOE GBJMT NJTFSBCMZ JO DBNQBJHO
ƐƎ
DPOUSJCVUJPOT EBUB 	TFF 4FDUJPO ƋƌƉ GPS B EFNPOTUSBUJPO PG UIJT

"T TIPXO CZ 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ
 JO UIF DPOUFYU PG NJYUVSF NPEFMJOH XF DBO IBOEMF
PWFSEJTQFSTJPO JO B DPVOU NPEFM CZ BVHNFOUJOH NPEFM ƋƋ XJUI B SBOEPN JOUFSDFQU
ZU|ѥU, ѡU, TU = L ∼ 1P(ѡUѥU), ѥU = FYQ(9UќL). 	ƋƋ

ćF SBOEPN FČFDUT ϥ = (ѡŝ, . . . , ѡ5) BMMPX GPS UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF EBUB 	UIBU JT Q(ZU|ѥU)
 UP
IBWF B TFQBSBUF NFBO BOE WBSJBODF *O GBDU JG XF QMBDF B (BNNB QSJPS PO UIF SBOEPN JOUFSDFQU
ѡU|TU = L, ѪL ∼ (B(ѪL, ѪL), 	Ƌƌ

UIFO UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF EBUB JT OFHBUJWF CJOPNJBM /PUF UIBU UIF QSJPS JO 	Ƌƌ
 BMMPXT GPS
EJČFSFOU BNPVOUT PG PWFSEJTQFSTJPO JO EJČFSFOU SFHJNFT "T ѪL UFOET UPXBSE JOĕOJUZ UIF NPEFM
DPOWFSHFT UP B 1PJTTPO NPEFM 'PS B HJWFO ĕOJUF WBMVF PG ѪL UIF NBSHJOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF EBUB IBT UIF
GPMMPXJOH GPSN
Q(ZU|ѥU, ѪL, TU = L) =









XIJDI JT B OFHBUJWF CJOPNJBM XJUI USJBM TJ[F ѪL BOE QSPCBCJMJUZ PG TVDDFTT ѪL/(ѪL+ ѥU) /FHBUJWF CJOPNJBM
NPEFMT BSF DPNNPO JO QPMJUJDBM TDJFODF GPS IBOEMJOH DPVOU EBUB XJUI PWFSEJTQFSTJPO 	,JOH ƉƑƐƑ

ƋƋƋ &ŀŁĶĺĮŁĶĻĴ ŁĵĲ ĻłĺįĲĿ ļĳ İĵĮĻĴĲĽļĶĻŁŀ
*O PSEFS UP FTUJNBUF UIF MPDBUJPO PG UIF DIBOHFQPJOUT NPTU FYJTUJOH DIBOHFQPJOU NPEFMT SFRVJSF XF
LOPX UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT UIBU FYJTU JO UIF EBUB 0CWJPVTMZ GPS BMNPTU BOZ DBNQBJHO JU XPVME
FYUSBPSEJOBSJMZ EJďDVMU GPS SFTFBSDIFST UP LOPX XJUI DFSUBJOUZ UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT JO UIF EBUB
'PS NPTU SFTFBSDIFST JO GBDU FTUJNBUJOH UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT NJHIU CF BT JOUFSFTUJOH BT
ƐƏ
FTUJNBUJOH UIFJS MPDBUJPO " DPNNPO BQQSPBDI JO DIBOHFQPJOU NPEFMT JT UP FTUJNBUF NBOZ NPEFMT FBDI
DPOEJUJPOBM PO B OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT UIFO VTF B NPEFM TFMFDUJPO UPPM UP DIPPTF UIF iCFTUw NPEFM
	1BSL ƊƈƉƈ $IJC ƉƑƑƐ

$IBOHFQPJOU NPEFMT UIPVHI BSF B TQFDJBM UZQF PG ĕOJUFNJYUVSF NPEFM BOE UIFTF UZQFT PG NPEFMT
GBJM UP NFFU UIF SFHVMBSJUZ DPOEJUJPOT PG UIF USBEJUJPOBM MJLFMJIPPECBTFE OPOOFTUFE NPEFM DPNQBSJTPO
UFTUT ćFSFGPSF B DPNNPO XBZ UP DPNQBSF NPEFMT JT UP VTF #BZFTJBO NPEFM TFMFDUJPO WJB UIF
DBMDVMBUJPO PG UIF NBSHJOBM MJLFMJIPPE PG UIF NPEFM 1BSL 	ƊƈƉƉ
 QSPWJEFT BO FYBNQMF PG IPX UIJT
BQQSPBDI XPSLT GPS CJOBSZ BOE PSEJOBMQSPCJU DIBOHFQPJOU NPEFMT $IJC 	ƉƑƑƍ
 QSPWJEFT B
TUSBJHIUGPSXBSE BQQSPBDI UP DBMDVMBUJOH NBSHJOBM MJLFMJIPPET XIFO VTJOH .$.$ CBTFE PO UIF (JCCT
TBNQMFS ćJT BQQSPBDI JT OPU BQQMJDBCMF XJUI UIF BCPWF OFHBUJWF CJOPNJBM NPEFM IPXFWFS CFDBVTF JU
SFRVJSFT B .FUSPQPMJT)BTUJOHT TUFQ UP ESBX UIF ѪL "MUFSOBUJWF BQQSPBDIFT UP #BZFTJBO NPEFM
DPNQBSJTPO BSF DPNQVUBUJPOBMMZ EJďDVMU BOE QPTF QSPCMFNT XJUI IJHIMZ VOMJLFMZ NPEFMT 	1BSL ƊƈƉƉ Q
ƉƑƊ
 ,PPQ BOE 1PUUFS 	ƊƈƈƑ
 JEFOUJGZ BOPUIFS NBKPS QSPCMFN XJUI ĕYFE JOTBNQMF DIBOHFQPJOU
BQQSPBDIFT DPNNPO #BZFTJBO QSJPST TVDI BT UIPTF VTFE JO $IJC 	ƉƑƑƐ
 MFBE UP VOEFTJSBCMF CFIBWJPS
BU UIF FOE PG UIF TBNQMF
"O BMUFSOBUJWF UP NPEFM TFMFDUJPO JT UP FTUJNBUF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT BT QBSU PG UIF NPEFM
JUTFMG " OVNCFS PG NFUIPET IBWF CFFO QSPQPTFE UP MFBWF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT VOSFTUSJDUFE CVU
NBOZ PG UIFTF BQQSPBDIFT BSF CBTFE PO B DPOEJUJPOBMMZ MJOFBS NPEFM BOE OPU BQQSPQSJBUF GPS UIF BCPWF
OPOMJOFBS NPEFMƬ *OTUFBE UIJT FTTBZ QSFTFSWFT UIF TJNQMJDJUZ BOE DPNQVUBUJPOBM FďDJFODZ PG UIF
NFUIPE QSPQPTFE CZ $IJC 	ƉƑƑƐ
 CVU BMMPXT JU UP DIPPTF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT BT QBSU PG UIF
NPEFM
ćF BQQSPBDI PG $IJC 	ƉƑƑƐ
 BTTVNFT UIBU UIFSF BSF.+ ŝ SFHJNFT BOE UIBU FBDI PG UIFTF SFHJNFT JT
WJTJUFE CZ UIF UJNFTFSJFT ćF NPEFM JNQPTFT UIJT SFTUSJDUJPO CZ BTTVNJOH UIBU Tŝ = ŝ BOE UIBU
Ɖ (JPSEBOJ BOE ,PIO 	ƊƈƈƐ
 QSPWJEF B NFUIPE PG FTUJNBUJOH UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT UIBU XPSL GPS DPOEJUJPOBMMZ MJOFBS
(BVTTJBO NPEFMT (FXFLF BOE +JBOH 	ƊƈƉƉ
 BOE $IPOH BOE ,P 	ƊƈƉƉ
 QSPWJEF BMUFSOBUJWF .$.$ JNQMFNFOUBUJPOT PG QSPDFTT
QSJPST JO DIBOHFQPJOU NPEFMT ,PPQ BOE 1PUUFS 	ƊƈƈƏ
 BNFOET $IJCT NFUIPE UP BMMPX GPS UIF FTUJNBUJPO PG UIF OVNCFS PG
SFHJNFT CVU UIJT BQQSPBDI SFRVJSFT NBOZ NPSF DBMDVMBUJPOT UIBO UIF QSFTFOU BQQSPBDI
ƐƐ
T5 = .+ ŝ ćJT FTTBZ JOTUFBE QMBDFT OP SFTUSJDUJPO PO UIF WBMVF T5 TP UIBU UIF NPEFM DBO FTUJNBUF
GFXFS UIBO.+ ŝ SFHJNFT JO UIF PCTFSWFE TBNQMF ćJT TIJęT. GSPN CFJOH UIF BTTVNFE OVNCFS PG
DIBOHFQPJOUT UP UIF NBYJNVN OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT BMMPXFE CZ UIF NPEFM ćJT BQQSPBDI XJMM
SFDPWFS UIF QPTUFSJPS EJTUSJCVUJPO PO UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT BT MPOH BT XF TFU. IJHI FOPVHI OPU
UP USVODBUF UIF QPTUFSJPS /PUF UIBU XF DBO POMZ PCTFSWF 5 QPTTJCMF SFHJNFT JO UIF EBUBPOF GPS FBDI
PCTFSWBUJPO
8F DBO SFQSFTFOU UIJT BQQSPBDI BT VTJOH B TQFDJĕD WFSTJPO PG UIF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS B QPQVMBS
UPPM JO #BZFTJBO OPOQBSBNFUSJDT 	/FBM Ɗƈƈƈ
 ćF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS DSFBUFT BO JOĕOJUFNJYUVSF
NPEFM BT PQQPTFE UP UIF ĕOJUFNJYUVSF NPEFMT UIBU BSF UZQJDBMMZ VTFE CZ DIBOHFQPJOU NPEFMTƭ *O
HFOFSBM NPEFMT XJUI %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPST HSPVQ PCTFSWBUJPOT UPHFUIFS JOUP B DPVOUBCMZ JOĕOJUF TFU
PG HSPVQT 	'FSHVTPO ƉƑƏƋ &TDPCBS BOE 8FTU ƉƑƑƍ
 8F DBO TIPX UIF DFOUSBM JOUVJUJPO PG UIF %JSJDIMFU
QSPDFTT QSJPS BT CZ UBLJOH UIF MJNJU PG ĕOJUF NJYUVSF NPEFMT 4VQQPTF XF IBWF B NJYUVSF NPEFM XJUI UIF
TBNF NPEFMT BT BCPWF BOE , DPNQPOFOUT
ZU|TU, Ϡ, Ϯ, ѡU ∼ 1P(ѡU FYQ(9UќTU)) 	ƋƎ

TU|Q ∼ %JTDSFUF(Qŝ, . . . , Q,) 	ƋƏ

(ќL, ѪL) ∼ (Ŝ 	ƋƐ

Q ∼ %JSJDIMFU(C/,, . . . , C/,). 	ƋƑ

)FSF (Ŝ JT UIF iCBTFw EJTUSJCVUJPO PG UIF SFHJNF QBSBNFUFST /FBM 	Ɗƈƈƈ
 TIPXT UIBU XF DBO NBSHJOBMJ[F
PWFS UIF EJTUSJCVUJPO PG Q BOE BT ,→∞ XF ĕOE UIBU
Q(TU = L|Tŝ, . . . , TU−ŝ)→ OU,LU− ŝ + C 	ƋƉƈ

Q(TU #= TK GPS BMM K < U|Tŝ, . . . , TU−ŝ)→ CU− ŝ + C 	ƋƉƉ

Ɗ 'PS PUIFS VTFT PG %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPST JO QPMJUJDBM TDJFODF TFF (SJNNFS 	ƊƈƉƉ
 BOE 4QJSMJOH BOE 2VJOO 	ƊƈƉƈ

ƐƑ
)FSF OU,L JT UIF OVNCFS PG PCTFSWBUJPOT VQ UP UJNF U BSF JO DPNQPOFOU L ćVT FBDI PCTFSWBUJPO JT
BMMPDBUFE UP B DPNQPOFOU XJUI B QSPCBCJMJUZ UIBU JT QSPQPSUJPOBM UP UIF OVNCFS PG QSFWJPVT VOJUT BMSFBEZ
BMMPDBUFE UP UIBU DPNQPOFOU ćJT QSPQFSUZ PG UIF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS JT DBMMFE UIF iSJDI HFU SJDIFSw
QSPQFSUZ BOE JT B GVOEBNFOUBM BTTVNQUJPO PG UIF QSJPS %JČFSFOU #BZFTJBO OPOQBSBNFUSJD QSJPST IBWF
EJČFSFOU BTTVNQUJPOT FNCFEEFE JOUP UIFJS EFTJHO BOE UIFTF EJČFSFOU BTTVNQUJPOT DBO MFBE UP EJČFSFOU
DMVTUFSJOHT 8JUI UIJT QSJPS JO IBOE /FBM 	Ɗƈƈƈ
 QSPWJEFT B IPTU PG .$.$ BMHPSJUINT UP FTUJNBUF UIF
QPTUFSJPS EJTUSJCVUJPO PG CPUI UIF DMVTUFST BOE UIF DMVTUFS QBSBNFUFST
" DIBOHFQPJOU NPEFM JT B TQFDJBM DBTF PG B DMVTUFSJOH XIFSF XF SFGFS UP UIF DMVTUFST BT SFHJNFT BOE
SFTUSJDU IPX UIF PCTFSWBUJPOT NPWF GSPN SFHJNF UP SFHJNF /BNFMZ XF TUJQVMBUF UIBU BO PCTFSWBUJPO BU
UJNF UNVTU FJUIFS CF JO UIF TBNF SFHJNF BT PCTFSWBUJPO U− ŝ PS JU DBO GPSN B OFX SFHJNF 0CTFSWBUJPOT
DBOOPU iSFUVSOw UP B QSFWJPVT SFHJNF ćVT UIF NJYJOH QSPCBCJMJUJFT Q EP OPU GPMMPX UIF TZNNFUSJD
%JSJDIMFU EJTUSJCVUJPO PG 	ƋƑ
 'PS TU+ŝ BMM QL BSF Ŝ XJUI UIF FYDFQUJPO PG QTU BOE QTU+ŝ = ŝ− QTU  ćFTF
BSF UIF QSPCBCJMJUZ PG SFNBJOJOH JO UIF TBNF SFHJNF BT U BOE UIF QSPCBCJMJUZ PG NPWJOH UP B OFX SFHJNF
4JODF UIFSF BSF POMZ UXP QPTTJCJMJUJFT PVS QSJPS PWFS UIFTF WBMVFT CFDPNFT B #FUB EJTUSJCVUJPO XJUI
QBSBNFUFST B BOE C ćJT TFUVQ JNQMJFT B %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS XJUI UIF GPMMPXJOH USBOTJUJPO
QSPCBCJMJUJFT BT ,→∞
Q(TU = L|TU−ŝ = L, Tŝ, . . . , TU−Ş)→ OU,L + BOU,L + B+ C 	ƋƉƊ

Q(TU = L+ ŝ|TU−ŝ = L, Tŝ, . . . , TU−Ş)→ COU,L + B+ C . 	ƋƉƋ

/PUF UIBU UIFTF USBOTJUJPO QSPCBCJMJUJFT BSF OP MPOHFS .BSLPWJBO BT UIFZ BSF JO UIF PSJHJOBM $IJC 	ƉƑƑƐ

ćJT POMZ SFRVJSFT B NPEFTU BEKVTUNFOU UP UIF BMHPSJUIN UP ESBX UIF TU
*O QSBDUJDF UIFSF JT OP OFFE UP ESBX QBSBNFUFST GPS BO JOĕOJUF OVNCFS PG SFHJNFT *OTUFBE PG
TBNQMJOH GSPN UIF JOĕOJUF NJYUVSF NPEFM * UBLF BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI UIBU VTFT B USVODBUFE
BQQSPYJNBUJOH EJTUSJCVUJPO XJUI B ĕOJUF CVU MBSHF OVNCFS PG SFHJNFT 	*TIXBSBO BOE +BNFT ƊƈƈƉ
 ćJT
Ƒƈ
XJMM OPU MJNJU UIF OVNCFS PG SFHJNFT FTUJNBUFE CZ UIF NPEFM TP MPOH BT UIF VQQFS CPVOE PO UIF OVNCFS
PG SFHJNFT JT MBSHF FOPVHI UP OFWFS USVODBUF UIF EJTUSJCVUJPO JO QSBDUJDF *O UIF FNQJSJDBM FYBNQMFT
CFMPX * VTF BO VQQFS CPVOE PG Ɗƈ DIBOHFQPJOUT BOE UIFSF JT OFWFS NPSF UIBO ƉƉ DIBOHFQPJOUT
FTUJNBUFE JO BOZ JUFSBUJPO PG UIF .$.$ BMHPSJUIN
ƋƋƌ 1ĿĶļĿŀ ĮĻı ĵņĽĲĿĽĮĿĮĺĲŁĲĿŀ
ćF DPNQMFUF NPEFM SFRVJSFT QSPQFS QSJPST PO BMM QBSBNFUFST BOE * VTF UIF GPMMPXJOH
ѪL ∝ ѪF−ŝL (ѪL + E)F+G; 	ƋƉƌ

ќL ∼ N (Ŝ,#Ŝ); 	ƋƉƍ

QL,L+ŝ ∼ #FUB(B, C). 	ƋƉƎ

ćF QSJPS GPS FBDI SFHJNF QBSBNFUFST BSF B QSJPSJ JOEFQFOEFOU *O PSEFS GPS UIF QPTUFSJPS UP FYJTU UIF
QSJPST NVTU CF QSPQFS XIJDI NFBOT UIBU F > ŝ GPS UIF QSJPS PO ѪL 'PS BMM PG UIF NPEFMT CFMPX * VTF
F = G = Ş BOE E = ŝŜ XIJDI GPMMPXT 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ
 BOE #Ŝ = ŝŜŜ
ćF QSJPST PO QL,L+ŝ JNQMZ B QSJPS PO UIF MFOHUI PG FBDI SFHJNF BOE UIFSFGPSF B QSJPS PO UIF OVNCFS
PG SFHJNFT UIBU BSF WJTJUFE JO UIF TBNQMF /BNFMZ QL,L+ŝ JT UIF QSPCBCJMJUZ PG B POFQFSJPE SFHJNF XIJDI
XF DBO CVJME VQ UP JOGFS BO FYQFDUFE B QSJPSJ SFHJNF MFOHUI *O UIF BQQMJDBUJPOT CFMPX * VTF B = ŞŜ BOE
C = Ŝ.ŝ XIJDI JNQMJFT BO FYQFDUFE SFHJNF MFOHUI PG Ɗƈƈ EBZT BOE BSPVOE Ɖƍ SFHJNFT PCTFSWFE JO B
UZQJDBM FMFDUJPO TFBTPO ćFTF QSJPST BSF JOUFOUJPOBMMZ EFTJHOFE UP BMMPX GPS MPOH SFHJNFT BOE QPUFOUJBMMZ
OP DIBOHFQPJOUT BU UIF FYQFOTF PG ĕOEJOH TIPSUFS SFHJNFT 8IFO XF BTTVNF TIPSUFS SFHJNFT B QSJPSJ
XF FOE VQ JEFOUJGZJOH DMVTUFST PG POF PS UXPEBZ PVUMJFST JO BEEJUJPO UP UIF NPSF DMFBSMZ
iHBNFDIBOHJOHw DIBOHFQPJOUT *O BOZ DBTF UIF FTUJNBUFE DIBOHFQPJOUT EP OPU WBSZ UPP NVDI BT XF
DIBOHF UIF WBMVF PG UIF IZQFSQBSBNFUFST B BOE C
ƑƉ
ƋƋƍ " .ĮĿĸļŃ İĵĮĶĻ .ļĻŁĲ $ĮĿĹļ ĲŀŁĶĺĮŁĶļĻ ŀŁĿĮŁĲĴņ
(JWFO UIF BCPWF NPEFM XF DBO XSJUF UIF QPTUFSJPS BT GPMMPXT










Q(ќN|#Ŝ)Q(ѪN|E, F, G)Q(QJ,J+ŝ|B, C) 	ƋƉƏ

5P TBNQMF GSPN UIJT * UBLF B .BSLPW DIBJO .POUF $BSMP BQQSPBDI VTJOH (JCCT TBNQMFS XIJDI
TBNQMFT GSPN UIF GVMM DPOEJUJPOBM QPTUFSJPS PG FBDI QBSBNFUFS #FMPX * EJTDVTT UIF OPOTUBOEBSE TUFQT
JO EFUBJM
%ĿĮńĶĻĴ ŁĵĲ ĹĮŁĲĻŁ ĿĲĴĶĺĲŀ
5P ESBX UIF MBUFOU TUBUFT * VTF B NPEJĕFE WFSTJPO PG UIF $IJC 	ƉƑƑƐ
 BMHPSJUIN $IJC QPJOUT PVU UIBU XF
DBO XSJUF UIF GVMM DPOEJUJPOBM QPTUFSJPS PG T BT
Q(T5|Z,͉, 1)× Q(T5−ŝ|Z, T5,͉, 1)× · · ·× Q(TU|Z, TU+ŝ:5,͉, 1)× · · ·× Q(Tŝ|Z, T,͉, 1), 	ƋƉƐ

XIFSF ͉ = (Ϡ, Ϯ, ϥ) JT UIF DPMMFDUJPO PG UIF NPEFM QBSBNFUFST 1 = (Qŝ,Ş, . . . , Q.,.+ŝ) JT UIF DPMMFDUJPO
PG USBOTJUJPO QSPCBCJMJUJFT BOE TU+ŝ:5 = (TU+ŝ, . . . , T5) $SVDJBMMZ OPUF UIBU $IJC 	ƉƑƑƐ
 ESPQT UIF UFSN
GPS T5 CFDBVTF $IJC BTTVNFT UIF MBTU PCTFSWBUJPO JT JO UIF MBTU SFHJNF.+ ŝ XJUI QSPCBCJMJUZ POF *O
UIJT TQFDJĕDBUJPO XF BMMPX T5 UP UBLF BOZ WBMVF CFUXFFO ŝ BOE.+ ŝ XJUI B QSPCBCJMJUZ EFUFSNJOFE CZ
UIF EBUB 8JUI UIJT JO IBOE XF DBO EFSJWF FBDI PG UIFTF EJTUSJCVUJPO BOE UIFO TBNQMF GSPN FBDI JO UVSO
t T5 GSPN Q(T5|Z,͉, 1)
ƑƊ
t T5−ŝ GSPN Q(T5−ŝ|Z, T5,͉, 1)
t 
t TŞ GSPN Q(TŞ|Z, Tş:5,͉, 1)
ćF SFHJNF PG UIF ĕSTU QFSJPE JT BMXBZT Tŝ = ŝ ćVT UP TBNQMF GSPN UIJT JU JT TVďDJFOU UP TBNQMF GSPN
Q(TU|Z, TU+ŝ:5,͉, 1) XIJDI JT HJWFO CZ $IJC 	ƉƑƑƐ

%ĿĮńĶĻĴ ŁĵĲ ĺļıĲĹ ĽĮĿĮĺĲŁĲĿŀ
/PX UIBU XF IBWF ESBXT PG UIF MBUFOU TUBUFT XF OFFE UP UBLF ESBXT PG UIF NPEFM QBSBNFUFST JO FBDI
SFHJNF (ќL, ѪL) ćF OPOMJOFBS OBUVSF PG UIF EJTUSJCVUJPOT JOWPMWFE FMJNJOBUF UIF QPTTJCJMJUZ PG
DMPTFEGPSN QPTUFSJPS EJTUSJCVUJPOT ćJT NBLFT UIF TUSBJHIUGPSXBSE BQQMJDBUJPO PG (JCCT TBNQMJOH
JNQPTTJCMF 5P BWPJE UIF JOFďDJFODJFT PG PUIFS .$.$ BQQSPBDIFT * ESBX PO UIF BVYJMJBSZ NJYUVSF
TBNQMJOH BQQSPBDI PG 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ
 ćJT BQQSPBDI BVHNFOUT UIF EBUB XJUI B TFU PG
MBUFOU WBSJBCMFT ѬUŝ BOE ѬUŞ XIJDI DPOUBJO BMM UIF EJTUSJCVUJPOBM JOGPSNBUJPO BCPVU UIF PVUDPNF Z BOE
XIPTF EJTUSJCVUJPO DBO CF BQQSPYJNBUFE CZ B NJYUVSF PG /PSNBMT 8JUI ESBXT PG ѬU = (ѬUŝ, ѬUŞ) BOE
NJYUVSF DPNQPOFOU JOEJDBUPST SU = (SUŝ, SUŞ) XF DBO UVSO UIJT OPOMJOFBS QSPCMFN JOUP B MJOFBS (BVTTJBO
SFHSFTTJPO QSPCMFN ćBU JT DPOEJUJPOBM PO ѬU SU BOE ѡU QPTUFSJPS JOGFSFODF PO UIF ќL JT TJNQMZ B
#BZFTJBO MJOFBS SFHSFTTJPO 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ
 BMTP TIPXT IPX UP JODMVEF ESBXT GPS UIF
OFHBUJWF CJOPNJBM QBSBNFUFST ѪL BOE ѡU JO B (JCCT TBNQMFS
.$.$ ĮĹĴļĿĶŁĵĺ
ćVT * QSPDFFE UP ESBX GSPN UIF QPTUFSJPS VTJOH UIF GPMMPXJOH (JCCT TBNQMJOH BQQSPBDI
Ɖ %SBX T|Z,͉, 1 BT BCPWF
Ɗ %SBX (Ϯ, ϥ)|Z, Ϡ, T
ƑƋ
	B
 %SBX ѪL|Z, Ϡ VODPOEJUJPOBM PO ϥ VTJOH B .FUSPQPMJT)BTUJOHT TUFQ
	C
 %SBX ѡU|Z, Ϡ, Ϯ, T ∼ (BNNB
(
ѪTU + ZU, ѪTU + FYQ(9UќTU)
)
 GPS U = ŝ, . . . ,5
Ƌ 4BNQMF ϰ, S|Z, Ϡ, ϥ, Ϯ VTJOH UIF BVYJMJBSZ NJYUVSF BQQSPBDI 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ

ƌ %SBX GSPN Ϡ|ϰ, S, ϥ VTJOH UIF BVYJMJBSZ NJYUVSF BQQSPBDI PG 'SàIXJSUI4DIOBUUFS FU BM 	ƊƈƈƑ

ƍ %SBX QJJ|T, B, C GSPN #FUB(B+ OJJ, C+ ŝ) GPS J = ŝ, . . . ,.+ ŝ
Ƌƌ 7ĶĴĻĲŁŁĲŀ
ƋƌƉ " ŀĶĺłĹĮŁĶļĻ ŀŁłıņ
5P EFNPOTUSBUF UIF FČFDUJWFOFTT PG UIF HBNFDIBOHFST NPEFM * BQQMZ JU UP B TJNVMBUFE EBUBTFU TFFO JO
UIF CPUUPN QBOFM PG 'JHVSF ƋƊ ćJT EBUBTFU IBT 5 = ŞŜŜ PCTFSWBUJPOT XJUI GPVS SFHJNFT XJUI ƍƈ
PCTFSWBUJPOT FBDI * TJNVMBUFE UIF EBUB JO FBDI SFHJNF XJUI B TJNQMF JOUFSDFQU TP UIBU Ϡ = (Ţ, ş, Ţ, ş)
BOE XJUI PWFSEJTQFSTJPO QBSBNFUFST Ϯ = (ŝ.š, Ŝ.š, ş, ŝ.š) * SBO UIF BCPWF .$.$ TBNQMFS XJUI BO VQQFS
CPVOE PG Ɗƈ DIBOHFQPJOUT GPS Ɖƈƈƈƈ JUFSBUJPOT UIJOOFE CZ Ɖƈ XJUI B CVSJO QFSJPE PG ƍƈƈƈ JUFSBUJPOT
ćF OPOQBSBNFUSJD OBUVSF PG UIF TBNQMFS NBLFT WJTVBMJ[JOH UIF QPTUFSJPS NPSF DPNQMJDBUFE UIBO JO
NPSF USBEJUJPOBM BQQSPBDIFT UP DIBOHFQPJOU QSPCMFNT /BNFMZ TJODF UIF OVNCFS PG SFHJNFT DBO DIBOHF
GSPN JUFSBUJPO UP JUFSBUJPO JU NBLFT MJUUMF TFOTF UP MPPL BU UIF QSPCBCJMJUZ PG B HJWFO PCTFSWBUJPO SFTJEJOH
JO B TQFDJĕD SFHJNFUIF OBUVSF PG UIF SFHJNFT UIFNTFMWFT BSF DIBOHJOH "O BMUFSOBUJWF BQQSPBDI JT UP






I(ˆT(H)U = K+ ŝ, Tˆ(H)U−ŝ = K), 	ƋƉƑ

XIFSF I() JT BO JOEJDBUPS GVODUJPO BOE T(H)U JT UIF HUI ESBX PG UIF SFHJNF GPS PCTFSWBUJPO U 8F DBO


















'JHVSF ƋƊ $IBOHFQPJOUT JO B TJNVMBUFE FYBNQMF 0O UPQ UIF QPTUFSJPS QSPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU JO B HJWFO
QFSJPE 0O CPUUPN UIF TJNVMBUFE EBUB XJUI UIF USVF EBJMZ NFBO 	HSFFO
 QPTUFSJPS NFBO 	CMVF
 BOE USVF DIBOHF
QPJOUT 	WFSUJDBM BOE EBTIFE

DIBOHF PDDVST BU U ćF UPQ QBOFM PG 'JHVSF ƋƊ TIPXT UIFTF WBMVFT GPS UIF TJNVMBUFE EBUB *U JT DMFBS UIBU
UIFSF JT B IJHI QPTUFSJPS QSPCBCJMJUZ PG UIF DIBOHFQPJOUT PDDVSSJOH BSPVOE UIFJS USVF WBMVFT PG U = šŝ
U = ŝŜŝ BOE U = ŝšŝ
.BLJOH JOGFSFODFT BCPVU UIF SFHJNF QBSBNFUFST JT BMTP EJďDVMU EVF UP UIF DIBOHJOH OVNCFS PG
SFHJNFT 3FHJNF Ɗ JO POF ESBX DPVME CF WFSZ EJČFSFOU GSPN SFHJNF Ɗ JO BOPUIFS ESBX *OTUFBE PG
JOWFTUJHBUJOH UIF QPTUFSJPS NFBO PG UIF SFHJNF QBSBNFUFST XF DBO FTUJNBUF UIF QPTUFSJPS NFBO PG UIF
Ƒƍ











XIFSF ( JT UIF OVNCFS PG .$.$ ESBXT ќˆ(H)L JT UIF ESBX PG ќL JO JUFSBUJPO H PG UIF TBNQMFS ćF CPUUPN
QBOFM PG 'JSHVSF ƋƊ PWFSMBZT UIF USVF WBMVFT PG ѥU JO HSFFO BMPOH XJUI JUT QPTUFSJPS NFBO ѥˆU JO SFE *O UIJT
DBTF UIF QPTUFSJPS WBMVFT MBSHFMZ NBUDIFE VQ UIF USVUI XJUI TPNF 	TNBMM
 TISJOLBHF UPXBSE UIF QSJPS
&YUBOU DIBOHFQPJOU NPEFMT JO QPMJUJDBM TDJFODF BMTP SFMZ PO UIF 1PJTTPO EJTUSJCVUJPO CVU EP OPU UBLF
JOUP BDDPVOU PWFSEJTQFSTJPO 5P EFNPOTUSBUF UIJT * BQQMJFE UIF 1PJTTPO DIBOHFQPJOU NPEFM PG 1BSL
	ƊƈƉƈ
 UP UIF TBNF TFU PG TJNVMBUFE EBUB 'PS UIJT NPEFM XF NVTU TQFDJGZ UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT
TP UP HJWF BO BEWBOUBHF * DPSSFDUMZ TQFDJGZ UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT &WFO XJUI UIJT BEWBOUBHF UIF
1PJTTPO NPEFM JT VOBCMF UP SFDPWFS UIF USVF MPDBUJPOT PG UIF DIBOHFQPJOUT ćF UPQ QBOFM PG 'JHVSF ƋƋ
TIPXT UIBU OPOF PG UIF FTUJNBUFE DIBOHFQPJOUT DPNF DMPTF UP UIF USVF DIBOHFQPJOUT ćF CPUUPN QBOFM
PG UIF TBNF ĕHVSF TIPXT XIZ UIF 1PJTTPO NPEFM GBJMT UP ĕOE UIFTF DIBOHFQPJOUT ćJT QBOFM QMPUT B
QPTUFSJPS QSFEJDUJWF DIFDL 	(FMNBO FU BM ƊƈƈƋ
 GPS PWFSEJTQFSTJPO XIJDI UIF NPEFM DMFBSMZ GBJMT ćJT
QMPU TIPXT B IJTUPHSBN PG UIF TUBOEBSE EFWJBUJPOT PG EBUB QSFEJDUFE CZ UIF QPTUFSJPS EJTUSJCVUJPO PG UIF
QBSBNFUFST BMPOH XJUI UIF BDUVBM TUBOEBSE EFWJBUJPO PG UIF EBUB JO SFE 0CWJPVTMZ UIF USVF TUBOEBSE
EFWJBUJPO JT DPOTJEFSBCMZ IJHIFS UIBO XIBU JT QSFEJDUFE CZ UIF NPEFM ćJT JT B DMFBS JOEJDBUJPO UIBU
1PJTTPO DIBOHFQPJOU NPEFMT IBWF EJďDVMUZ JO TJUVBUJPOT XIFSF DPVOU EBUB JT PWFSEJTQFSTFE TVDI BT XJUI
DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB
ƋƌƊ 5ĵĲ ĿĶŀĲ ĮĻı ĳĮĹĹ ļĳ )ĲĿĺĮĻ $ĮĶĻ
)FSNBO $BJOT DBNQBJHO GPS UIF ƊƈƉƊ 3FQVCMJDBO 1SFTJEFOUJBM OPNJOBUJPO QSPWJEFT BO FYDFMMFOU
EFNPOTUSBUJPO PG UIF WBMJEJUZ PG UIF BCPWF NPEFM $BJO XBT POF PG NBOZ DBOEJEBUFT WZJOH GPS UIF












4UBOEBSE %FWJBUJPO PG Z







'JHVSF ƋƋćF SFTVMUT PG B 1PJTTPO DIBOHFQPJOU NPEFM XJUI UIF TJNVMBUFE EBUB ćF UPQ QBOFM QMPUT UIF QPTUF
SJPS QSPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU XJUI UIF USVF DIBOHFQPJOUT JO EBTIFE WFSUJDBM MJOFT ćF CPUUPN QBOFM TIPXT
B QPTUFSJPS QSFEJDUJWF DIFDL PO UIF 1PJTTPO NPEFM XJUI B IJTUPHSBN PG UIF TUBOEBSE EFWJBUJPOT QSFEJDUFE CZ UIF
QPTUFSJPS BOE UIF USVF TUBOEBSE EFWJBUJPO PG UIF EBUB JO SFE
QBSU UP BMMFHBUJPOT PG TFYVBM NJTDPOEVDU ćF VQT BOE EPXOT PG $BJOT DBNQBJHO QSPWJEF B HPPE UBSHFU
GPS UIF DIBOHFQPJOU NPEFM
5P FTUJNBUF UIJT NPEFM * VTF UIF BCPWF .$.$ TBNQMFS XJUI Ɖƈƈƈƈƈ JUFSBUJPOT UIJOOFE CZ Ɖƈƈ XJUI
B CVSOJO QFSJPE PG ƍƈƈƈ JUFSBUJPOT 'JHVSF Ƌƌ QSFTFOUT UIF QPTUFSJPS QSPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU JO UIF


















'JHVSF Ƌƌ $POUSJCVUJPOT BOE DIBOHFQPJOUT GPS )FSNBO $BJO JO UIF ƊƈƉƊ 3FQVCMJDBO 1SJNBSZ
ѥU UIF NFBO PG UIF OFHBUJWF CJOPNJBM EJTUSJCVUJPO GPS FBDI PCTFSWBUJPO JO SFE ćF WFSUJDBM SFE MJOFT
DPSSFTQPOE UP EBUFT UIBU IBWF HSFBUFS UIBO ƈƍ QPTUFSJPS QSPCBCJMJUZ PG CFJOH B DIBOHFQPJOU 5BCMF ƋƉ
MJTUT FBDI PG UIFTF FTUJNBUFE DIBOHFQPJOUT BOE JUT DPSSFTQPOEJOH DBNQBJHO FWFOU JO UIF DBNQBJHO
"MUIPVHI $BJO PďDJBMMZ BOOPVODFE IJT DBOEJEBDZ PO .BZ ƊƉ ƊƈƉƉ IF EJE QBSUJDJQBUF JO DBNQBJHO
BDUJWJUJFT CFGPSF UIBU UJNF JODMVEJOH B 'PY /FXT EFCBUF PO .BZ ƍUI XIFSF BU MFBTU POF 'PY /FXT GPDVT
ƑƐ
&TUJNBUFE DIBOHFQPJOU 1S($IBOHF) %JSFDUJPO $BNQBJHO &WFOU
.BZ Ǝ ƊƈƉƉ ƈƐƑƊ + 'PY /FXT EFCBUF 	.BZ ƍ

.BZ ƊƉoƊƍ ƊƈƉƉ ƈƑƌƍ + "OOPVODFT DBOEJEBDZ 	.BZ ƊƉ

4FQUFNCFS ƊƋoƊƍ ƊƈƉƉ ƈƏƐƌ + 8JOT 'MPSJEB ƍ 4USBX 1PMM 	4FQU Ɗƌ

/PWFNCFS ƉƉ ƊƈƉƉ ƈƍƎƊ − 4FYVBM NJTDPOEVDU BMMFHBUJPOT 	/PW Ə

%FDFNCFS Ƌ ƊƈƉƉ ƈƐƍƉ − 4VTQFOET DBNQBJHO 	%FD Ƌ

5BCMF ƋƉ &TUJNBUFE )FSNBO $BJO DIBOHFQPJOUT BOE UIFJS TVCTUBOUJWF FYQMBOBUJPOT
HSPVQ WPUFE IJN UIF iXJOOFSw ćF NPEFM QSFEJDUT B DIBOHFQPJOU UIF EBZ BęFS UIJT EFCBUF BMPOH XJUI B
TIPSU SFHJNF PG IJHI BDUJWJUZ BęFS IF PďDJBMMZ BOOPVODFT IJT DBOEJEBDZ ćF NPEFM UIFO FTUJNBUFT B
MPOH TVNNFS SFHJNF PG +VOF VOUJM MBUF 4FQUFNCFS XIFO UIF NPEFM ĕOET B TFSJFT PG DIBOHFQPJOUT
GPMMPXJOH $BJOT XJOOJOH PG UIF 'MPSJEB ƍ 4USBX 1PMM 	4VUUPO BOE )PMMBOE ƊƈƉƉ
 ćJT SFHJNF PG JODSFBTFE
DPOUSJCVUJPOT MBTUT B MJUUMF PWFS B NPOUI VOUJM /PWFNCFS ƉƈUI B MJUUMF PWFS B XFFL BęFS UIF ĕSTU SFQPSUT PG
$BJOT TFYVBM NJTDPOEVDU PO 0DUPCFS ƋƈUI 	.BSUJO FU BM ƊƈƉƉ
 BOE B GFX EBZT BęFS UIF ĕSTU XPNFO UP HP
QVCMJD XJUI BDDVTBUJPOT BHBJOTU $BJO PO /PWFNCFS ƏUI 	)FOEFSTPO ƊƈƉƉ
 ćJT EFDJEFEMZ MPXFS SFHJNF
JT FOEFE CZ BO FTUJNBUFE DIBOHFQPJOU PO UIF EBZ UIBU $BJO TVTQFOET IJT DBNQBJHO GPS UIF OPNJOBUJPO
ćF NPEFM DPSSFDUMZ JEFOUJGZ NBKPS TIJęT JO UIF EJTUSJCVUJPO PG DPOUSJCVUJPOT UP )FSNBO $BJO XIJDI
DPSSFTQPOE UP BDUVBM QSPNJOFOU FWFOUT JO IJT DBNQBJHO *U JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU UIF NPEFM NBLFT OP
SFTUSJDUJPOT PO UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOUT JO UIF EBUB ćJT JT DSVDJBM JO UIJT FYBNQMF CFDBVTF JU JT
EJďDVMU UP TUBUF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOU FWFO JG POF XFSF UP WJTVBMMZ JOTQFDU UIF UJNF TFSJFT
ƋƌƋ 5ĵĲ ŀĲĻĮŁļĿĶĮĹ ŀłĿĴĲŀ
8F DBO GSVJUGVMMZ BQQMZ UIJT DIBOHFQPJOU NPEFM UP DBNQBJHOT PUIFS UIBO UIPTF BU UIF OBUJPOBM MFWFM
'VSUIFSNPSF JOWFTUJHBUJOH MPDBM DBNQBJHOT DBO HJWF VT JOTJHIU JOUP UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO MPDBM BOE
OBUJPOBM QPMJUJDT 5P EFNPOTUSBUF UIJT * BQQMJFE UIF HBNFDIBOHFST NPEFM UP UIF GVOESBJTJOH GPS
NBKPSQBSUZ OPNJOFFT GPS 4FOBUF JO UIF ƊƈƈƏƊƈƈƐ FMFDUJPO DZDMFƮ 0OF BQQSPBDI UP NPEFMJOH NVMUJQMF
Ƌ %VF UP TNBMM TBNQMF TJ[FT * ESPQQFE BOZ DBOEJEBUF UIBU IBE GFXFS UIBO Ɗƈƈ DPOUSJCVUPST PS GFXFS UIBO Ɖƈƈ EBZT PG QPTJUJWF
DPOUSJCVUJPOT ćJT MFę ƍƑ PVU PG B QPTTJCMF ƎƐ DBOEJEBUFT JO Ƌƌ SBDFT /PUF UIBU UIFSF XFSF UXP TUBUFT .JTTJTTJQQJ BOE8ZPNJOH
XIP IBE UXP 4FOBUF FMFDUJPOT JO ƊƈƈƐ EVF UP TQFDJBM FMFDUJPOT UP SFQMBDF WBDBUFE TFBUT
ƑƑ
DBOEJEBUFT BU UIF TBNF UJNF XPVME CF UP CVJME B IJFSBSDIJDBM WFSTJPO PG UIF HBNFDIBOHFST NPEFM BOE
SVO UIJT MBSHFS NPEFM PO BMM UIF DBOEJEBUFT BU UIF TBNF UJNF ćJT BQQSPBDI JT TMJHIUMZ QSPCMFNBUJD GPS B
DIBOHFQPJOU QSPCMFN /BNFMZ UIFSF JT OP SFBTPO B QSJPSJ UP UIJOL UIBU UIF SFHJNFT PG POF DBNQBJHO
BSF OFDFTTBSJMZ UIF TBNF GVOEBNFOUBM UZQF BT SFHJNFT GSPN BOPUIFS DBNQBJHO ćBU JT JU NBLFT OP TFOTF
UP VTF UIF QBSBNFUFST GSPN SFHJNF Ɗ JO POF SBDF UP IFMQ FTUJNBUF UIF QBSBNFUFST JO SFHJNF Ɗ JO BOPUIFS
SBDF TJODF 	B
 SFHJNF Ɗ NJHIU CF Ɖ EBZ JO POF SBDF BOE Ɖƈƈ EBZT JO UIF PUIFS PS 	C
 SFHJNF Ɗ NJHIU OPU
FWFO PDDVS JO POF PG UIF SBDFT 5P BWPJE UIJT XF XPVME IBWF UP FJUIFS ĕY UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOU
BDSPTT DBNQBJHOT PS JNQMFNFOU B GBJSMZ DPNQMJDBUFE QSJPS TUSVDUVSF *OTUFBE * UBLF UIF DPODFQUVBMMZ
TJNQMFS BQQSPBDI BOE SVO UIF HBNFDIBOHFST NPEFM TFQBSBUFMZ PO FBDI DBNQBJHO "T JO 4FDUJPO ƋƌƊ *
ESBX Ɖƈƈƈƈƈ .$.$ JUFSBUJPOT UIJOOFE CZ Ɖƈƈ BęFS BO JOJUJBM CVSOJO QFSJPE PG ƍƈƈƈ ESBXT

+BO ƈƏ "QS ƈƏ +VM ƈƏ 0DU ƈƏ +BO ƈƐ "QS ƈƐ +VM ƈƐ 0DU ƈƐ
/FHBUJWF $IBOHFQPJOU
1PTJUJWF $IBOHFQPJOU
'JHVSF Ƌƍ $IBOHFQPJOUT GPS 4FOBUF SBDFT JO ƊƈƈƐ ćF MJHIU HSFZ MJOFT BSF '&$ ĕMJOH EFBEMJOFT ćF CMBDL WFSUJ
DBM MJOF JT UIF FOE PG UIF %FNPDSBUJD /BUJPOBM $POWFOUJPO
ćF SFTVMUT GSPN UIFTF NPEFMT BSF QSFTFOUFE JO 'JHVSF Ƌƍ XJUI UIF EBUFT PG %FNPDSBUJD DIBOHFQPJOUT
JO CMVF BOE 3FQVCMJDBO DIBOHFQPJOUT JO SFE *O BEEJUJPO UIF ĕHVSF JOEJDBUF UIF EJSFDUJPO PG UIF
Ɖƈƈ
DIBOHFQPJOU EFQFOEJOH PO UIF TJHO PG ѥˆU − ѥˆU−ŝ XIFSF U JT UIF DIBOHFQPJOU BOE ѥˆU JT UIF NFBO PG UIF
QPTUFSJPS NFBO PG UIF OFHBUJWF CJOPNJBM BU UJNF U ćF CSPBE TUSPLFT PG UIFTF SFTVMUT QSFTFOU BO
JOUFSFTUJOH QJDUVSF ćFSF JT B ĘVSSZ PG BDUJWJUZ FBSMZ JO UIF FMFDUJPO DZDMF UIFO B SFMBUJWF DBMN JO MBUF
ƊƈƈƏ UIFO B TUFBEZ QBDF JO ƊƈƈƐ *U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU JODVNCFOU DBOEJEBUFT EPNJOBUF UIF iFBSMZ
NPOFZw HBNFDIBOHFST ƌƋ PG UIF ƌƐ DIBOHFQPJOUT JO ƊƈƈƏ BSF GPS JODVNCFOU DBOEJEBUFT 	UIF
DIBOHFQPJOUT JO ƊƈƈƐ BSF BMNPTU FYBDUMZ FWFOMZ EJWJEFE CFUXFFO JODVNCFOUT BOE OPOJODVNCFOUT

*O BEEJUJPO UP MPDBUJOH UIF DIBOHFQPJOUT GPS FBDI SBDF UIF HBNFDIBOHFST NPEFM BMMPXT VT UP JEFOUJGZ
DBOEJEBUFT XIP IBWF DFSUBJO UZQF PG DIBOHFQPJOUT 'PS JOTUBODF XF NBZ CF JOUFSFTUFE JO iTVSHJOHw
DBOEJEBUFT UIPTF XIPTF GVOESBJTJOH UBLFT PČ UPXBSE UIF FOE PG UIF SBDF *U JT VTFGVM UP JEFOUJGZ UIFTF
DBOEJEBUFT CFDBVTF UIFZ NBZ HJWF VT JOTJHIU BT UP IPX FMJUFT DIPPTF UP DPOUSJCVUF JO DMPTF SBDFT




 4FQ ƊƑ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 4FQ ƉƉ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/) 4IBIFFO 	%
 4FQ ƈƐ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03 .FSLMFZ 	%
 4FQ ƈƋ ƊƈƈƐ ƍƉƏƏ -FBO 3 5PTTVQ
5BCMF ƋƊ 4FOBUF DBOEJEBUFT XIP TVSHFE JO ƊƈƈƐ BT EFUFSNJOFE CZ UIF DIBOHFQPJOU NPEFM ćF iŰ WPUFw DPMVNO
JT UIF UIFJS TIBSF PG UIF UXPQBSUZ WPUF PO FMFDUJPO EBZ ćF $2 TDPSFT BSF UIF QSFEJDUJPOT NBEF CZ $POHSFTTJPOBM
2VBSUFSMZ BCPVU UIF SBDF JO UIF 4QSJOH BOE UIF 'BMM
5P JEFOUJGZ UIF TVSHFST * ĕOE BMM UIF DBNQBJHO UIBU IBE DIBOHFQPJOUT GSPN 4FQUFNCFS ƉTU ƊƈƈƐ
POXBSE BOE UIBU SFBDIFE UIFJS NBYJNVN BWFSBHF DPOUSJCVUJPOT JO UIF UXP NPOUIT CFGPSF FMFDUJPO EBZ
5BCMF ƋƊ TIPXT UIF DBNQBJHOT UIBU NFFU UIJT DSJUFSJB JO ƊƈƈƐ BMPOH XJUI QSFEJDUJPOT GSPN
$POHSFTTJPOBM 2VBSUFSMZ BOE UIF ĕOBM FMFDUJPO PVUDPNF 0G UIFTF ĕWF DBOEJEBUFT BSF %FNPDSBUT GBDJOH
3FQVCMJDBO JODVNCFOUT XJUI POMZ 3FQ .BSL 6EBMM 	$0
 SVOOJOH GPS BO PQFO TFBU "MM PG UIF TVSHJOH
DBOEJEBUFT IBE 4QSJOH QSFEJDUJPOT XFSF FJUIFS UPTTVQT PS GBWPSJOH UIF 3FQVCMJDBO #Z 0DUPCFS UIF $2
SBUJOH IBE FJUIFS SFNBJOFE UIF TBNF PS OPX GBWPSFE UIF %FNPDSBU JO FBDI PG UIF SBDFT 'VSUIFSNPSF
ƉƈƉ
FBDI PG UIFTF DBOEJEBUFT FOEFE VQ XJOJOH UIFJS SBDF BMCFJU TPNFUJNFT CZ TNBMM NBSHJOT
*OUFSFTUJOHMZ BMM PG UIFTF DBOEJEBUFT XFSF JEFOUJĕFE CZ WBSJPVT %FNPDSBUJD GVOESBJTJOH HSPVQT BT
CFJOH UBSHFUT GPS PWFSUVSOJOH 3FQVCMJDBOIFME TFBUT %VSJOH UIF NPOUI PG 4FQUFNCFS GPSNFS
7JDF1SFTJEFOU "M (PSF TFOU FNBJMT UP NFNCFST PG UIF MJCFSBM HSPVQ .PWF0OPSH UP FODPVSBHF UIFN UP
EPOBUF UP UIF DBNQBJHOT PG )BHBO 'SBOLFO BOE 6EBMM 	%BWJT ƊƈƈƐ
 &BSMZ JO 4FQUFNCFS B HSPVQ PG
QSPNJOFOU )PMMZXPPE XPNFO PSHBOJ[FE B HSPVQ DBMMFE i7PJDFT GPS B 4FOBUF .BKPSJUZw XIJDI TPVHIU UP
SBJTF BU MFBTU ƒƉƈƈƈƈƈ GPS FBDI PG UIFTF DBOEJEBUFT 	3FTTOFS ƊƈƈƐ
 ćF BCJMJUZ PG DBOEJEBUFT UP SBJTF
GVOET JT PęFO UIPVHIU PG BT DSJUJDBM BOE JOWFTUJHBUJOH XIZ BOE IPX DFSUBJO DBOEJEBUFT BSF BCMF UP TVSHF
JO TVDI DPOUSJCVUJPO UPXBSE UIF FOE PG UIF SBDF DPVME CSJOH WBMVBCMF JOTJHIUT JOUP UIF DBVTFT BOE
DPOTFRVFODFT PG DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT NPSF CSPBEMZ ćF HBNFDIBOHFST NPEFMT BMMPXT UIJT LJOE PG
TUVEZ CZ JEFOUJGZJOH UIFTF TVSHJOH DBNQBJHOT
Ƌƌƌ (ĮĺĲİĵĮĻĴĲĿŀ ĮĻı ĻĲńŀ İļŃĲĿĮĴĲ
/PX UIBU XF IBWF FTUJNBUFE DIBOHFQPJOUT GPS FBDI 4FOBUF DBOEJEBUFT GPS ƊƈƈƐ XF NBZ XJTI UP
VOEFSTUBOE XIBU SFMBUJPOTIJQ UIFTF HBNFDIBOHFST IBWF XJUI PUIFS BTQFDUT PG UIF DBNQBJHO 0OF XBZ
JO XIJDI QFSJPET XJUI DIBOHFQPJOUT EJČFS GSPN QFSJPET XJUIPVU DIBOHFQPJOUT JT JO UIF IPX UIF QSFTT
DPWFST UIF UIFN 5P EFNPOTUSBUF UIJT * DPMMFDUFE EBUB PO UIF BNPVOU PG DPWFSBHF EFEJDBUFE UP FBDI
4FOBUF SBDF JO FBDI XFFL VTJOH B QPMJUJDBM USBEF QVCMJDBUJPO DBMMFEćF #VMMFUJOT 'SPOUSVOOFS ćJT EBJMZ
QVCMJDBUJPOT QSPWJEFT TVNNBSJFT PG UIF OBUJPOBM BOE MPDBM OFXT DPWFSBHF PG FBDI SBDF 5P NFBTVSF UIF
BNPVOU PG DPWFSBHF * DPVOU UIF OVNCFS PG XPSET JO UIFTF TVNNBSJFT BHHSFHBUFE VQ UIF XFFLMZ MFWFM
ćJT NFBTVSF WBSJFT GSPN [FSP XPSET JO TPNF XFFLT UP VQ UP SPVHIMZ Ƌƈƈƈ XPSET UPXBSE UIF FOE PG UIF
DBNQBJHO
5P HFU B TFOTF GPS IPX HBNFDIBOHFST SFMBUF UP OFXT DPWFSBHF * SBO B MPHJTUJD SFHSFTTJPO PG UIF
QSFTFODF PG B DIBOHFQPJOU JO B HJWFO SBDF JO B HJWFO XFFL PO UIF OVNCFS PG XPSET XSJUUFO BCPVU UIBU
SBDF JO UIF 'SPOUSVOOFS *O BEEJUJPO * JODMVEFE B MJOFBS UJNF USFOE UIF OVNCFS PG BET SVO CZ UIF
ƉƈƊ
ƈ ƍƈƈ Ɖƈƈƈ Ɖƍƈƈ



















'JHVSF ƋƎ 1SPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU BT B GVODUJPO PG UIF OFXT DPWFSBHF BT NFBTVSFE CZ UIF 'SPOUSVOOFS XPSE
DPVOU
DBOEJEBUFT PS UIF QBSUJFT JO UIBU XFFL UIF %FNPDSBUJD QFSDFOU PG UXPQBSUZ QPMM SFTVMUT JO UIBU XFFL
BOE JO TPNF TQFDJĕDBUJPOT B SBDF ĕYFEFČFDU 'JHVSF ƋƎ TIPXT IPX UIF QSPCBCJMJUZ PG B DIBOHFQPJOU
DIBOHFT XJUI UIF 'SPOUSVOOFS XPSE DPVOUƯ *O XFFLT XJUI NPSF OFXT DPWFSBHF UIFSF JT B HSFBUFS DIBODF
PG B DIBOHFQPJOU BOE NPWJOH GSPN ƈ XPSET UP Ɖƈƈƈ XPSET SPVHIMZ EPVCMF UIPTF DIBODFT ćJT SFTVMU
TFFNT UP JOEJDBUF UIBU UIF EZOBNJDT PG DPOUSJCVUJPOT NJHIU EFQFOE IFBWJMZ PO UIF BUUFOUJPO QBJE UP B
DBNQBJHO
ƌ ćJT XBT HFOFSBUFE CZ UIF TJNVMBUJPOCBTFE NBSHJOBM FČFDUT NFUIPE PG ,JOH 5PN[ BOE 8JUUFOCFSH 	Ɗƈƈƈ
 VTJOH Zelig




4PNF DBNQBJHOT UBLF PČ BOE TPNF DBNQBJHOT GBMM ĘBU ćJT FTTBZ QSFTFOUT B OPWFM TUBUJTUJDBM NPEFM UIBU
FTUJNBUFT UIF OVNCFS BOE UJNJOH PG UIFTF DIBOHFQPJOUT JO DBNQBJHO DPOUSJCVUJPOT EBUB ćJT NPEFM
HJWFT SFTFBSDIFST UIF BCJMJUZ UP EFUFDU TJHOJĕDBOU FWFOUT JO DBNQBJHOT BOE JOWFTUJHBUF UIF OBUVSF PG UIFTF
TIJęT JO UIF CSPBEFS QPMJUJDBM DPOUFYU ćJT SFQSFTFOUT UIF ĕSTU BUUFNQU UP NFBTVSF B GBJSMZ USJDLZ ZFU
DPNNPO QIFOPNFOPO B DBNQBJHO HBNFDIBOHFS 8JUI UIF HBNFDIBOHFST NPEFM JO IBOE XF DBO
FTUJNBUF DIBOHFQPJOUT GPS B XIPMF IPTU PG DBNQBJHOT BOE GPS B XIPMF IPTU DPOUSJCVUJPO
UZQFTJOEJWJEVBMT WFSTVT ĽĮİT NFO WFSTVT XPNFO PS JOTUBUF WFSTVT PVUPGTUBUF 'VSUIFS FYQMPSJOH
UIF WBSJBUJPO JO TUSVDUVSBM CSFBLT XJMM IFMQ VT CFUUFS VOEFSTUBOE UIF OBUVSF PG DPOUSJCVUJPOT BT QPMJUJDBM
QBSUJDJQBUJPO
.FUIPEPMPHJDBMMZ UIF HBNFDIBOHFS NPEFM QVTIFT DIBOHFQPJOU NPEFMT GPSXBSE CZ CSJOHJOH
UPHFUIFS B GFX OPWFM GFBUVSFT 'JSTU JU OBUVSBMMZ JODPSQPSBUFT UIF PWFSEJTQFSTJPO UIBU JT DPNNPO JO DPVOU
EBUB 4FDPOE JU MFBOT PO #BZFTJBO OPOQBSBNFUSJDT JO PSEFS UP FTUJNBUF UIF OVNCFS PG DIBOHFQPJOU
JOTUFBE PG IBWJOH UP LOPX JU B QSJPSJ ćJT TFDPOE DPOUSJCVUJPO JT FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU XIFO BT JO UIJT
DBTF NBSHJOBM MJLFMJIPPET BSF EJďDVMU UP DPNQVUF 0OF PCWJPVT XBZ UP FYUFOE UIJT NPEFM JT UP CVJME B
NVMUJWBSJBUF WFSTJPO PG UIF HBNFDIBOHFST NPEFM ćJT NPEFM XPVME FTUJNBUF UIF DIBOHFQPJOUT GPS
NVMUJQMF UJNFTFSJFT BU UIF TBNF UJNF BMMPXJOH GPS JONPEFM DPNQBSJTPOT BOE DPNQMJDBUFE EFQFOEFODF
TUSVDUVSFT " QPUFOUJBMMZ VTFGVM BQQSPBDI NJHIU CF UP DPNCJOF UIF QSFTFOU NPEFM XJUI UIF EZOBNJD
PWFSEJTQFSTJPO NPEFM PG #SBOEU BOE 4BOEMFS 	ƊƈƉƊ

ćF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS BQQSPBDI UIBU * UBLF JO UIJT FTTBZ JT NPSF HFOFSBM UIBO UIJT TQFDJĕD
OFHBUJWF CJOPNJBM PVUDPNF NPEFM #FDBVTF JU HFOFSBMJ[FT UIF $IJC 	ƉƑƑƐ
 NFUIPE GPS NVMUJQMF
DIBOHFQPJOUT JU BMTP JOIFSJUT UIF CSPBE BQQMJDBCJMJUZ PG UIBU NFUIPE 4JODF UIF NPEFM QBSBNFUFST ͉ BSF
ESBXO DPOEJUJPOBM PO UIF MBUFOU TUBUFT BOE UIF %JSJDIMFU QSPDFTT QSJPS POMZ BČFDUT UIF ESBXJOH PG UIF
MBUFOU TUBUF JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP BEBQU UIJT BQQSPBDI UP DIBOHFQPJOU NPEFM GPS DPOUJOVPVT CJOBSZ
BOE PSEFSFE DBUFHPSJDBM WBSJBCMFT TVDI BT UIPTF JO 1BSL 	ƊƈƉƉ




"QQFOEJY UP i.VMUJQMF 0WFSJNQVUBUJPO GPS .JTTJOH
%BUB BOE .FBTVSFNFOU &SSPSw
)FSF XF JOUSPEVDF B HFOFSBM ĺļ NPEFM BOE B TQFDJĕD Ĳĺ BMHPSJUIN JNQMFNFOUBUJPO UP UIJT FOE 8F BMTP
TIPX UIBU JU JT FRVJWBMFOU UP ĺĶ XJUI PCTFSWBUJPOMFWFM QSJPST BT JOUSPEVDFE CZ )POBLFS BOE ,JOH ƊƈƉƈ
8F BMTP PČFS NPSF HFOFSBM OPUBUJPO UIBO UIBU JO UIF UFYU
Ɖƈƍ
"Ɖ (ĲĻĲĿĮĹ 'ĿĮĺĲńļĿĸ
$POTJEFS B EBUB TFU XJUI JOEFQFOEFOU BOE JEFOUJDBMMZ EJTUSJCVUFE SBOEPN WFDUPST YJ = (YJŝ, . . . , YJQ)
XJUI J ∈ {ŝ, . . . ,/} 8F BSF JOUFSFTUFE JO UIF EJTUSJCVUJPO PG YJ ZFU XF POMZ PCTFSWF B EJTUPSUFE WFSTJPO
PG JU ZJ -FU Ѣ SFGFS UP UIF VOLOPXO QBSBNFUFST PG UIF JEFBM EBUB BOE ѝ SFGFS UP UIPTF PG UIF FSSPS
EJTUSJCVUJPO ćVT XF IBWF EJTUSJCVUJPOT Q(YJ|Ѣ) BOE Q(ZJ|YJ, ѝ) "T XJUI ĺĶ PVS HPBM JT UP QSPEVDF
DPQJFT PG UIF JEFBM EBUB YJ CBTFE PO UIF PCTFSWFE EBUB ZJ
8F EFĕOF FJ = (FJŝ, . . . , FJQ) UP CF B WFDUPS PG FSSPS JOEJDBUPST ćF UZQJDBM FMFNFOU FJK UBLFT B WBMVF PG
Ɖ UP JOEJDBUF UIBU WBSJBCMF K PO PCTFSWBUJPO J JT NFBTVSFE XJUI FSSPS TP UIBU XF PCTFSWF B QSPYZ ZJK = XJK
JOTUFBE PG YJK 4JNJMBSMZ XF EFĕOFNJ UP CF B WFDUPS PG NJTTJOHOFTT JOEJDBUPST 8IFONJK UBLFT UIF WBMVF
Ɖ UIFO ZJK JT NJTTJOH *G CPUINJK = Ŝ BOE FJK = Ŝ UIFO UIF PCTFSWBUJPO JT QFSGFDUMZ NFBTVSFE BOE
ZJK = YJK -FUNJ BOE FJ IBWF B KPJOU EJTUSJCVUJPO Q(NJ, FJ|ZJ, YJ,Ѯ) XIPTF QBSBNFUFST Ѯ BSF EJTUJODU GSPN
Ѣ BOE ѝ
8JUI UIFTF EFĕOJUJPOT JO IBOE XF DBO EFDPNQPTF FBDI PCTFSWBUJPO JOUP WBSJPVT TVCTFUT -FU YPCTJ CF
BMM UIF QFSGFDUMZ NFBTVSFE WBMVFT TP UIBU YPCTJ = {YJK; FJK = NJK = Ŝ} 8F BMTP IBWF YNJTJ  XIJDI BSF UIF
WBSJBCMFT UIBU BSF NJTTJOH JO PCTFSWBUJPO J YNJTJ = {YJK; NJK = ŝ} 'JOBMMZ XF NVTU EFĕOF UIPTF WBSJBCMFT
UIBU BSF NFBTVSFE XJUI FSSPS -FU YFSSJ CF UIF VOPCTFSWFE MBUFOU WBSJBCMFT BOE XJ CF UIFJS PCTFSWFE
QSPYJFT XJ = {XJK; FJK = ŝ} YFSSJ = {YJK; FJK = ŝ} ćVT UIF PCTFSWFE EBUB GPS BOZ VOJU XJMM CF
ZJ = (YPCTJ ,XJ) BOE UIF JEFBM EBUB XPVME CF YJ = (YPCTJ , YFSSJ , YNJTJ ) /PUF UIBU XIJMF UIF EJNFOTJPOT PG YJ
BOE ZJ BSF ĕYFE UIF EJNFOTJPOT PG CPUI XJ BOE YPCTJ DBO DIBOHF GSPN VOJU UP VOJU
8F DBO XSJUF UIF PCTFSWFEEBUB QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO GPS VOJU J BT
Q(ZJ,NJ, FJ|Ѣ, ѝ,Ѯ) =
∫ ∫
Q(YJ|Ѣ)Q(XJ|YJ, ѝ)Q(NJ, FJ|ZJ, YJ,Ѯ)EYFSSJ EYNJTJ . 	"Ɖ

8F NBLF UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF EBUB JT NJTNFBTVSFE BU SBOEPN 	ĺĺĮĿ
 XIJDI TUBUFT UIBU UIF
ƉƈƎ
NJTNFBTVSFNFOU BOE NJTTJOHOFTT QSPDFTTFT EP OPU EFQFOE PO UIF VOPCTFSWFE EBUBƬ 'PSNBMMZ XF TUBUF
ĺĺĮĿ BT Q(NJ, FJ|ZJ, YJ,Ѯ) = Q(NJ, FJ|ZJ,Ѯ) 8JUI UIJT BTTVNQUJPO JO IBOE XF DBO SFXSJUF 	"Ɖ
 BT
Q(ZJ,NJ, FJ|Ѣ, ѝ,Ѯ) = Q(NJ, FJ|ZJ,Ѯ)Q(ZJ|Ѣ, ѝ) BOE TJODF XF BSF QSJNBSJMZ JOUFSFTUFE JO JOGFSFODFT PO Ѣ




Q(YJ|Ѣ)Q(XJ|YJ, ѝ)EYFSSJ EYNJTJ . 	"Ɗ

5BLJOH B #BZFTJBO QPJOU PG WJFX XF DBO DPNCJOF UIJT XJUI B QSJPS PO (Ѣ, ѝ) HJWJOH VT B QPTUFSJPS
Q(Ѣ, ѝ|ZJ)
"OBMZ[JOH UIF JEFBM EBUB YJ XPVME CF NVDI FBTJFS UIBO ZJ TJODF UIF NJTNFBTVSFE BOE NJTTJOH EBUB
DPOUSJCVUF UP MJLFMJIPPE JO DPNQMJDBUFE XBZT ćVT ĺļ TFFLT UP GPSN B TFSJFT PG DPNQMFUF JEFBM EBUB
TFUT YJ(ŝ), YJ(Ş), . . . , YJ(N) &BDI PG UIFTF PWFSJNQVUFE EBUB TFUT JT PG UIF GPSN YJ(L) = (YPCTJ , YFSSJ(L), YNJTJ(L)) TP
UIBU UIF QFSGFDUMZ NFBTVSFE EBUB JT DPOTUBOU BDSPTT UIF PWFSJNQVUBUJPOT 8F SFGFS UP UIJT BT
PWFSJNQVUBUJPO CFDBVTF XF SFQMBDF PCTFSWFE EBUB XJ XJUI ESBXT GSPN BO JNQVUBUJPO NPEFM GPS YFSSJ  5P
GPSN UIFTF PWFSJNQVUBUJPOT XF UBLF ESBXT GSPN UIF QPTUFSJPS QSFEJDUJWF EJTUSJCVUJPO PG UIF VOPCTFSWFE
EBUB
(YFSSJ(L), YNJTJ(L)) ∼ Q(YFSSJ(L), YNJTJ(L)|ZJ) =
∫
Q(YFSSJ(L), YNJTJ(L)|ZJ, Ѣ, ѝ)Q(Ѣ, ѝ|ZJ)EѢEѝ. 	"Ƌ

0ODF XF IBWF UIFTFN PWFSJNQVUBUJPOT XF DBO TJNQMZ SVON TFQBSBUF BOBMZTFT PO FBDI EBUB TFU BOE
DPNCJOF UIFN VTJOH TUSBJHIUGPSXBSE SVMFT $POTJEFS TPNF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU 2 -FU Rŝ, . . . , RN EFOPUF
UIF TFQBSBUF FTUJNBUFT PG 2 XIJDI DPNF GSPN BQQMZJOH UIF TBNF BOBMZTJT NPEFM UP FBDI PG UIF
PWFSJNQVUFE EBUB TFUT ćF PWFSBMM QPJOU FTUJNBUF R¯ PG 2 JT TJNQMZ UIF BWFSBHF R¯ = ŝN
∑N
K=ŝ RK "T TIPXO
CZ 3VCJO ƉƑƏƐ UIF WBSJBODF PG UIF NVMUJQMF PWFSJNQVUBUJPO QPJOU FTUJNBUF JT UIF BWFSBHF PG UIF
FTUJNBUFE WBSJBODFT GSPN XJUIJO FBDI DPNQMFUFE EBUB TFU QMVT UIF TBNQMF WBSJBODF JO UIF QPJOU
Ɖ ćJT JT BO BVHNFOUFE WFSTJPO PG UIF NJTTJOH BU SBOEPN 	ĺĮĿ
 BTTVNQUJPO 	3VCJO ƉƑƏƎ
 ĺĺĮĿ XPVME CF WJPMBUFE JG UIF
QSFTFODF PG NFBTVSFNFOU FSSPS EFQFOEFE PO UIF WBMVF PG UIF MBUFOU WBSJBCMF JUTFMG 4JODF XF IBWF NJTNFBTVSFE QSPYJFT JODMVEFE
JO ZJ UIF EFQFOEFODF XPVME IBWF UP CF BęFS DPOUSPMMJOH GPS UIF QSPYJFT ćF NPTU MJLFMZ WJPMBUJPO PG UIJT BTTVNQUJPO XPVME CF
JG GPMMPXVQ EBUB XFSF DPMMFDUFE PO DFSUBJO PCTFSWBUJPOT UIBU XFSF EJČFSFOU PO TPNF VONFBTVSFE DPWBSJBUF
ƉƈƏ




K=ŝ TŞK + 4ŞR(ŝ + ŝ/N) XIFSF TK JT UIF TUBOEBSE FSSPS PG UIF FTUJNBUF PG RK GSPN UIF BOBMZTJT PG
EBUB TFU K BOE 4ŞR =
∑N
K=ŝ(RK − R¯)/(N− ŝ)ƭ
"Ɗ " .ļıĶĳĶĲı&. "ĽĽĿļĮİĵ Łļ .łĹŁĶĽĹĲ 0ŃĲĿĶĺĽłŁĮŁĶļĻ
ćF MBTU GPSNVMBUJPO PG 	"Ƌ
 IJOUT BU POF XBZ UP ESBX NVMUJQMF JNQVUBUJPOT 	Ɖ
 ESBX (Ѣ(J), ѝ(J)) GSPN
JUT QPTUFSJPS Q(Ѣ, ѝ|ZJ) UIFO 	Ɗ
 ESBX (YFSSJ(L), YNJTJ(L)) GSPN Q(YFSSJ(L), YNJTJ(L)|ZJ, Ѣ(J), ѝ(J)) 6TVBMMZ UIFTF
QSPDFEVSFT BSF JNQMFNFOUFE XJUI FJUIFS EBUB BVHNFOUBUJPO 	UIBU JT (JCCT TBNQMJOH
 PS UIF
FYQFDUBUJPONBYJNJ[BUJPO 	Ĳĺ
 BMHPSJUIN DPNCJOFE XJUI BO BEEJUJPOBM TBNQMJOH TUFQ 8F GPDVT IFSF
PO IPX PVS NFUIPE XPSLT JO UIF Ĳĺ BMHPSJUIN TJODF UIFTF UXP BQQSPBDIFT BSF DMPTFMZ MJOLFE BOE PęFO
MFBE UP TJNJMBS JOGFSFODFT 	4DIBGFS ƉƑƑƏ ,JOH FU BM ƊƈƈƉ )POBLFS BOE ,JOH ƊƈƉƈ
 Ĳĺ DPOTJTUT PG UXP
TUFQT UIF FYQFDUBUJPO TUFQ XIFO XF VTF UIF DVSSFOU HVFTT PG UIF QBSBNFUFST UP ĕMM JO UIF NJTTJOH EBUB
BOE UIF NBYJNJ[BUJPO TUFQ XIFO XF VTF UIF PCTFSWFE EBUB BOE PVS DVSSFOU HVFTT PG UIF NJTTJOH EBUB UP
FTUJNBUF UIF DPNQMFUFEBUB QBSBNFUFST ćFTF UXP TUFQT JUFSBUF VOUJM UIF QBSBNFUFST FTUJNBUFT DPOWFSHF
*G UIF NJTNFBTVSFE DFMMT XFSF JO GBDU NJTTJOH XF DPVME FBTJMZ BQQMZ B UZQJDBM Ĳĺ BMHPSJUIN GPS
NJTTJOH EBUB *O UIJT DBTF UIPVHI UIF PCTFSWFE QSPYJFT XJ HJWF VT PCTFSWBUJPOMFWFM JOGPSNBUJPO BCPVU
YFSSJ  ćF Ĳĺ BMHPSJUIN VTVBMMZ JODPSQPSBUFT QSJPS CFMJFGT BCPVU UIF QBSBNFUFST JO UIF ĺTUFQ XIJDI JT
DPOWFOJFOU XIFO PVS QSJPS CFMJFGT BSF PO UIF QBSBNFUFST PG UIF EBUB (Ѧ,͓) )FSF PVS JOGPSNBUJPO JT
BCPVU UIF MPDBUJPO PG B NJTTJOH WBMVF OPU BCPVU UIF QBSBNFUFST UIFNTFMWFT
8F UIFSFGPSF JODMVEF UIJT JOGPSNBUJPO JO UIF FYQFDUBUJPO PS ĲTUFQ PG UIF Ĳĺ BMHPSJUIN ćJT TUFQ
DBMDVMBUFT UIF FYQFDUFE WBMVF PG UIF DPNQMFUFEBUB TVďDJFOU TUBUJTUJDT PWFS UIF GVMM DPOEJUJPOBM
EJTUSJCVUJPO PG UIF NJTTJOH EBUB ćBU JT JU ĕOET &(5(YJ)|ZJ, Ѣ(U), ѝ) XIFSF Ѣ(U) JT UIF DVSSFOU HVFTT PG UIF
DPNQMFUFEBUB QBSBNFUFST *O PVS NPEFM XF BEKVTU UIF ĲTUFQ UP JODPSQPSBUF UIF NFBTVSFNFOU FSSPS
Ɗ " TFDPOE QSPDFEVSF GPS DPNCJOJOH FTUJNBUFT JT VTFGVM XIFO TJNVMBUJOH RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU BT JO ,JOH 5PN[ BOE 8JU
UFOCFSH 	Ɗƈƈƈ
 BOE *NBJ ,JOH BOE -BV 	ƊƈƈƐ
 5P ESBX N TJNVMBUJPOT PG UIF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU XF NFSFMZ ESBX ŝ/N PG UIF
OFFEFE TJNVMBUJPOT GSPN FBDI PG UIF PWFSJNQVUFE EBUB TFUT
ƉƈƐ
EJTUSJCVUJPO BT JNQMJFE CZ UIF PCTFSWFEEBUB MJLFMJIPPE 	"Ɗ
 6TJOH UIJT MJLFMJIPPE UIF NPEJĕFE
ĲTUFQ DBMDVMBUFT
&(5(YJ)|ZJ, Ѣ(U), ѝ) =
∫ ∫
5(YJ) Q(YFSSJ , YNJTJ |YPCTJ , Ѣ(U))︸ ︷︷ ︸
JNQVUBUJPO
Q(XJ|YJ, ѝ)︸ ︷︷ ︸
NJTNFBTVSFNFOU
EYFSSJ EYNJTJ , 	"ƌ

XIFSF JO UZQJDBM NJTTJOH EBUB BQQMJDBUJPOT PG Ĳĺ UIF NJTNFBTVSFNFOU UFSN XPVME CF BCTFOU ćF
JNQVUBUJPO QBSU PG UIF FYQFDUBUJPO ESBXT JOGPSNBUJPO GSPN B SFHSFTTJPO PG UIF NJTTJOH EBUB PO UIF
PCTFSWFE EBUB XIJMF UIF NJTNFBTVSFNFOU QBSU ESBXT JOGPSNBUJPO GSPN UIF QSPYZƮ ćVT CPUI TPVSDFT
PG JOGPSNBUJPO IFMQ FTUJNBUF UIF USVF TVďDJFOU TUBUJTUJDT PG UIF MBUFOU JEFBM EBUB ćF ĺTUFQ QSPDFFET BT
VTVBM ĕOEJOH UIF QBSBNFUFST UIBU XFSF NPTU MJLFMZ UP IBWF HJWF SJTF UP UIF FTUJNBUFE TVďDJFOU TUBUJTUJDT
/PUF UIBU XF DPVME JODPSQPSBUF UIJT BMUFSBUJPO UP UIF GVMM DPOEJUJPOBM QPTUFSJPS JOUP BO ĺİĺİ BQQSPBDI
UIPVHI JOTUFBE PG BWFSBHJOH BDSPTT UIF EJTUSJCVUJPO B (JCCT TBNQMFS XPVME UBLF B ESBX GSPN JU
"Ƌ " .łĹŁĶĽĹĲ 0ŃĲĿĶĺĽłŁĮŁĶļĻ .ļıĲĹ ĳļĿ /ļĿĺĮĹ %ĮŁĮ
*O UIF BCPWF EFTDSJQUJPO PG UIF NPEFM XF IBWF MFę UIF EJTUSJCVUJPOT VOTQFDJĕFE 5P JNQMFNFOU UIF
NPEFM XF NVTU QSPWJEF BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO 8F BTTVNF UIBU UIF DPNQMFUF JEFBM EBUB 	YJ
 JT
NVMUJWBSJBUF OPSNBM XJUI NFBO Ѧ BOE DPWBSJBODF ͓ TP UIBU Ѣ = (Ѧ,͓) ćJT JNQMJFT UIBU BOZ
DPOEJUJPOBM EJTUSJCVUJPO PG UIF JEFBM JT BMTP OPSNBM
ćF BCPWF NFBTVSFNFOU FSSPS EJTUSJCVUJPO JT JO JUT NPTU HFOFSBM GPSN B GVODUJPO PG UIF FOUJSF JEFBM
EBUB WFDUPS 	YJ
 BOE TPNF QBSBNFUFST ѝ "T OPUFE CZ 4UFGBOTLJ 	Ɗƈƈƈ
 BMM BQQSPBDIFT UP DPSSFDUJOH
NFBTVSFNFOU FSSPS NVTU JODMVEF BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO BCPVU UIJT EJTUSJCVUJPO 8F BTTVNF UIBU
XJK JOE∼ N (YJK, ѥŞJK) GPS FBDI QSPYZ XJK ∈ XJ BOE FBDI VOJU J XIFSF UIF NFBTVSFNFOU FSSPS WBSJBODF ѥŞJK JT
LOPXO PS FTUJNBCMF VTJOH UFDIOJRVFT GSPN 4FDUJPO ƊƋ 0VS BTTVNQUJPO DPSSFTQPOET UP UIBU PG DMBTTJDBM
NFBTVSFNFOU FSSPS ZFU PVS NPEJĕFE Ĳĺ BMHPSJUIN DBO IBOEMF NPSF HFOFSBM DBTFT UIBO UIJT *G UIF
Ƌ /PUF UIBU XF USFBU ѝ BT ĕYFE TJODF JO PVS JNQMFNFOUBUJPO JU JT LOPXO PS FTUJNBCMF 0OF DPVME FYUFOE UIFTF NFUIPET UP
TJNVMUBOFPVTMZ FTUJNBUF ѝ UIPVHI UIJT XPVME SFRVJSF BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO
ƉƈƑ
NFBTVSFNFOU FSSPS JT LOPXO UP CF CJBTFE PS EFQFOEFOU VQPO BOPUIFS WBSJBCMF XF DBO TJNQMZ BEKVTU UIF
DFMMMFWFM NFBOT BCPWF BOE QSPDFFE BT VTVBM &TTFOUJBMMZ POF NVTU IBWF LOPXMFEHF PG IPX UIF WBSJBCMF
XBT NJTNFBTVSFE ćF TJNVMBUJPO SFTVMUT JO 4FDUJPO ƊƌƊ GVSUIFS JOEJDBUF UIBU ĺļ JT SPCVTU UP UIFTF
BTTVNQUJPOT JO DFSUBJO TJUVBUJPOT
8JUI UIF NFBTVSFNFOU FSSPS NPEFM BCPWF UIF OPSNBMJUZ PG UIF EBUB NBLFT UIF DBMDVMBUJPO PG UIF
TVďDJFOU TUBUJTUJDT TUSBJHIUGPSXBSE 5P FBTF FYQPTJUJPO XF BTTVNF UIBU UIFSF BSF OP NJTTJOH WBMVFT TP
UIBU YNJTJ = ∅ 8JUI POMZ NFBTVSFNFOU FSSPS UIF ĲTUFQ CFDPNFT
&(5(YJ)|ZJ, Ѣ(U)) =
∫
5(YJ) Q(YFSSJ |YPCTJ , Ѣ(U))
∏
XJK∈XJ
Q(XJK|YJK, ѥŞJK)EYFSSJ , 	"ƍ

XIFSF 5(YJ) JT UIF TFU PG TVďDJFOU TUBUJTUJDT GPS UIF NVMUJWBSJBUF OPSNBM *O B TMJHIU BCVTF PG OPUBUJPO XF
DBO HBUIFS UIF JOEFQFOEFOU NFBTVSFNFOU FSSPS EJTUSJCVUJPOT XJ JOUP B NVMUJWBSJBUF OPSNBM XJUI NFBO
YFSSJ BOE DPWBSJBODF NBUSJY ͌J = ѥŞJ * XIFSF ѥŞJ = {ѥŞJK; FJK = ŝ} BOE * JT UIF JEFOUJUZ NBUSJY XJUI
EJNFOTJPO FRVBM UP∑K FJK
*O PSEFS UP DBMDVMBUF UIF FYQFDUBUJPO JO 	"ƍ
 XF NVTU LOPX UIF GVMM DPOEJUJPOBM EJTUSJCVUJPO XIJDI
JT Q(YFSSJ |ZJ, Ѣ, ѥŞJ ) ∝ Q(YFSSJ |YPCTJ , Ѣ)Q(XJ|YFSSJ , ѥŞJ ) /PUF UIBU FBDI PG UIF EJTUSJCVUJPOT JT 	QPTTJCMZ
NVMUJWBSJBUF
 OPSNBM XJUI YFSSJ |YPCTJ , Ѣ ∼ N (ѦF|P,͓F|P) BOE XJ|YFSSJ , ѥŞJ ∼ N (YFSSJ ,͌J) XIFSF (ѦF|P,͓F|P)
BSF EFUFSNJOJTUJD GVODUJPOT PG Ѣ BOE YPCTJ  ćJT EJTUSJCVUJPO BNPVOUT UP UIF SFHSFTTJPO PG YFSSJ PO YPCTJ  *G
UIF WBMVFT XFSF TJNQMZ NJTTJOH SBUIFS UIBO NFBTVSFE XJUI FSSPS UIFO UIF ĲTUFQ XPVME TJNQMZ UBLF UIF
FYQFDUBUJPOT XJUI SFTQFDU UP UIJT DPOEJUJPOBM FYQFDUBUJPO 8JUI NFBTVSFNFOU FSSPS XF NVTU DPNCJOF
UIFTF UXP TPVSDFT PG JOGPSNBUJPO 6TJOH TUBOEBSE SFTVMUT PO UIF OPSNBM EJTUSJCVUJPO XF DBO XSJUF UIF
GVMM DPOEJUJPOBM BT
(YFSSJ |ZJ, Ѣ(U), ѥŞJ ) ∼ N (Ѧ∗,͓∗), ͓∗ = (͌−ŝJ + ͓−ŝF|P)−ŝ, Ѧ∗ = ͓∗(͌−ŝJ XJ + ͓−ŝF|PѦF|P). 	"Ǝ

8F TJNQMZ DIBOHF PVS ĲTUFQ UP DBMDVMBUF UIJT FYQFDUBUJPO GPS FBDI DFMM NFBTVSFE XJUI FSSPS BOE QSPDFFE
ƉƉƈ
XJUI UIF ĺTUFQ BT VTVBMƯ /PUF UIBU XIJMF XF BTTVNF UIBU UIF NFBTVSFNFOU FSSPST PO EJČFSFOU WBSJBCMFT
BSF JOEFQFOEFOU POF DPVME JODPSQPSBUF EFQFOEFODF JOUP ͌J ćF SFTVMU JO 	"Ǝ
 JT JEFOUJDBM UP UIF
SFTVMUT JO UIF BQQFOEJY PG )POBLFS BOE ,JOH ƊƈƉƈ XIFO XF TFU B QSJPS EJTUSJCVUJPO GPS YFSSJ UIBU JT
OPSNBM XJUI NFBO XJ BOE WBSJBODF ͌J 4FF UIFJS QBQFS GPS BEEJUJPOBM JNQMFNFOUBUJPO EFUBJMT




"CBEJF "MCFSUP "MFYJT %JBNPOE BOE +FOT )BJONVFMMFS ƊƈƉƈ 4ZOUIFUJD DPOUSPM NFUIPET GPS
DPNQBSBUJWF DBTF TUVEJFT FTUJNBUJOH UIF FČFDU PG DBMJGPSOJBT UPCBDDP DPOUSPM QSPHSBN +PVSOBM PG
UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM "TTPDJBUJPO Ɖƈƍ 	ƌƑƈ
 ƌƑƋoƍƈƍ
http://pubs.amstat.org/doi/abs/10.1198/jasa.2009.ap08746 	$JU PO Q Ƒ

"DIFO $ISJTUPQIFS ƉƑƐƎ 4UBUJTUJDBM BOBMZTJT PG RVBTJFYQFSJNFOUT #FSLFMFZ 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB
1SFTT http://books.google.com/books?id=Qbk8XgU57aQC 	$JU PO Q ƉƎ

"OHSJTU +PTIVB % (VJEP 8 *NCFOT BOE %POBME # 3VCJO ƉƑƑƎ *EFOUJĕDBUJPO PG DBVTBM FČFDUT VTJOH
JOTUSVNFOUBM WBSJBCMFT 	XJUI EJTDVTTJPO
 +PVSOBM PG UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM "TTPDJBUJPO
ƑƉƌƌƌoƌƍƍ http://www.jstor.org/stable/2291629 	$JU PO Q ƉƎ

"OTPMBCFIFSF 4UFQIFO +POBUIBO 3PEEFO BOE +BNFT . 4OZEFS ƊƈƈƐ ćF 4USFOHUI PG *TTVFT 6TJOH
.VMUJQMF .FBTVSFT UP (BVHF 1SFGFSFODF 4UBCJMJUZ *EFPMPHJDBM $POTUSBJOU BOE *TTVF 7PUJOH
"NFSJDBO 1PMJUJDBM 4DJFODF 3FWJFX ƉƈƊ 	ƈƊ
 	$JU PO QQ Əƍ ƏƎ

#BSUFMT -BSSZ . ƉƑƐƍ &YQFDUBUJPOT BOE QSFGFSFODFT JO QSFTJEFOUJBM OPNJOBUJOH DBNQBJHOT "NFSJDBO
1PMJUJDBM 4DJFODF 3FWJFXƐƈƌoƐƉƍ 	$JU PO Q ƐƊ

#FSHFS +BNFT ƉƑƑƌ "O PWFSWJFX PG SPCVTU CBZFTJBO BOBMZTJT 	XJUI EJTDVTTJPO
 5FTU ƋƍoƉƊƌ 	$JU PO
Q ƌƋ

#JUZVLPW 4* 77 4NJSOPWB /7 ,SBTOJLPW BOE 7" 5BQFSFDILJOB ƊƈƈƎ 4UBUJTUJDBMMZ EVBM EJTUSJCVUJPOT
JO TUBUJTUJDBM JOGFSFODF *O 4UBUJTUJDBM QSPCMFNT JO QBSUJDMF QIZTJDT BTUSPQIZTJDT BOE DPTNPMPHZ
QSPDFFEJOHT PG QIZTUBUƪƯ PYGPSE VL ƫƬƫƯ TFQUFNCFS ƬƪƪƯ ƉƈƊoƉƈƍ
)UUQBSYJWPSHBCTNBUIƈƌƉƉƌƎƊWƊ 	$JU PO Q ƌƊ

#MBDL %BO " .BSL $ #FSHFS BOE 'SBOL " 4DPUU Ɗƈƈƈ #PVOEJOH QBSBNFUFS FTUJNBUFT XJUI
OPODMBTTJDBM NFBTVSFNFOU FSSPS +PVSOBM PG UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM "TTPDJBUJPO Ƒƍ 	ƌƍƉ
 ƏƋƑoƏƌƐ
http://www.jstor.org/stable/2669454 	$JU PO Q ƌƑ







#SPXOTUPOF %BWJE BOE 3PCFSU ( 7BMMFUUB ƉƑƑƎ .PEFMJOH &BSOJOHT .FBTVSFNFOU &SSPS " .VMUJQMF
*NQVUBUJPO "QQSPBDI 3FWJFX PG &DPOPNJDT BOE 4UBUJTUJDT ƏƐ 	ƌ
 ƏƈƍoƏƉƏ 	$JU PO Q ƋƐ

$BSSPMM 3BZNPOE + BOE -FPOBSE " 4UFGBOTLJ ƉƑƑƈ "QQSPYJNBUF RVBTJMJLFMJIPPE FTUJNBUJPO JO
NPEFMT XJUI TVSSPHBUF QSFEJDUPST +PVSOBM PG UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM "TTPDJBUJPO Ɛƍ 	ƌƉƉ
 ƎƍƊoƎƎƋ
http://www.jstor.org/stable/2290000 	$JU PO Q ƌƐ

$BSSPMM 3+ % 3VQQFSU BOE -" 4UFGBOTLJ ƉƑƑƍ.FBTVSFNFOU FSSPS JO OPOMJOFBS NPEFMT 7PM ƎƋ
$IBQNBO  )BMM$3$ 	$JU PO Q ƌƐ

$IJC 4JEEIBSUIB ƉƑƑƍ .BSHJOBM MJLFMJIPPE GSPN UIF HJCCT PVUQVU +PVSOBM PG UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM
"TTPDJBUJPO Ƒƈ 	ƌƋƊ
 QQ ƉƋƉƋoƉƋƊƉ http://www.jstor.org/stable/2291521 	$JU PO Q ƐƐ

 ƉƑƑƐ &TUJNBUJPO BOE DPNQBSJTPO PG NVMUJQMF DIBOHFQPJOU NPEFMT +PVSOBM PG &DPOPNFUSJDT ƐƎ
	Ɗ
 ƊƊƉoƊƌƉ 	$JU PO QQ ƐƊ Ɛƍ ƐƎ ƐƐ Ƒƈ ƑƊ ƑƋ Ɖƈƌ

$IJC 4JEEIBSUIB BOE &EXBSE (SFFOCFSH ƉƑƑƎ .BSLPW DIBJO NPOUF DBSMP TJNVMBUJPO NFUIPET JO
FDPOPNFUSJDT &DPOPNFUSJD ćFPSZ ƉƊ 	Ƌ
 QQ ƌƈƑoƌƋƉ http://www.jstor.org/stable/3532527
	$JU PO Q ƐƎ

$IPOH 5FSFODF 5BJ-FVOH BOE 4UBOMFZ *BU.FOH ,P ƊƈƉƉ %JSJDIMFU QSPDFTT NVMUJQMF DIBOHFQPJOU
NPEFM 1SFTFOUFE BU UIF &DPOPNFUSJD 4PDJFUZ "VTUSBMBTJBO .FFUJOH ƊƈƉƉ "EFMBJEF "VTUSBMJB
	$JU PO Q ƐƐ

$ISJTUFOTPO %JOP 1 BOE $PSXJO % 4NJEU ƊƈƉƉ 3JEJOH UIF 8BWFT PG .POFZ $POUSJCVUJPO %ZOBNJDT
JO UIF ƊƈƈƐ 1SFTJEFOUJBM /PNJOBUJPO $BNQBJHO +PVSOBM PG 1PMJUJDBM .BSLFUJOH Ɖƈ OPT ƉƊ 	'FC

ƌoƊƎ 	$JU PO Q Ɛƌ

$PMF 4UFQIFO 3 )BJUBP $IV BOE 4BOEFS (SFFOMBOE ƊƈƈƎ .VMUJQMFJNQVUBUJPO GPS
NFBTVSFNFOUFSSPS DPSSFDUJPO *OUFSOBUJPOBM +PVSOBM PG &QJEFNJPMPHZ Ƌƍ 	ƌ
 ƉƈƏƌoƐƉ 	$JU PO
QQ ƋƐ ƌƐ

$PMF 4UFQIFO 3 BOE $POTUBOUJOF & 'SBOHBLJT ƊƈƈƑ ćF DPOTJTUFODZ TUBUFNFOU JO DBVTBM JOGFSFODF B
EFĕOJUJPO PS BO BTTVNQUJPO &QJEFNJPMPHZ Ɗƈ 	Ɖ
 Ƌoƍ 	$JU PO Q ƉƉ

$PMF 4UFQIFO 3 BOE .JHVFM " )FSOÈO ƊƈƈƐ $POTUSVDUJOH JOWFSTF QSPCBCJMJUZ XFJHIUT GPS NBSHJOBM
TUSVDUVSBM NPEFMT "NFSJDBO +PVSOBM PG &QJEFNJPMPMPHZ ƉƎƐ 	Ǝ
 ƎƍƎoƎƌ 	$JU PO Q ƊƏ

$PPL + BOE - 4UFGBOTLJ ƉƑƑƌ 4JNVMBUJPOFYUSBQPMBUJPO FTUJNBUJPO JO QBSBNFUSJD NFBTVSFNFOU FSSPS
NPEFMT +PVSOBM PG UIF "NFSJDBO 4UBUJTUJDBM "TPDJBUJPO ƐƑƉƋƉƌoƉƋƊƐ 	$JU PO Q ƌƑ

%BWJT 4VTBO ƊƈƈƐ (PSF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 ƉƈƉƍoƉƈƌƊ
http://dx.doi.org/10.1017/S0022381600050611 	$JU PO Q ƐƊ

/FBM 3BEGPSE . Ɗƈƈƈ .BSLPW DIBJO TBNQMJOH NFUIPET GPS EJSJDIMFU QSPDFTT NJYUVSF NPEFMT +PVSOBM
PG $PNQVUBUJPOBM BOE (SBQIJDBM 4UBUJTUJDT Ƒ 	Ɗ
 QQ ƊƌƑoƊƎƍ
http://www.jstor.org/stable/1390653 	$JU PO QQ ƐƑ Ƒƈ

1BSL +POH )FF ƊƈƉƈ 4USVDUVSBM DIBOHF JO VT QSFTJEFOUT VTF PG GPSDF "NFSJDBO +PVSOBM PG 1PMJUJDBM
4DJFODF ƍƌ 	Ƌ
 ƏƎƎoƏƐƊ http://dx.doi.org/10.1111/j.1540-5907.2010.00459.x 	$JU PO
QQ ƐƊ ƐƎ ƐƐ ƑƎ

 ƊƈƉƉ $IBOHFQPJOU BOBMZTJT PG CJOBSZ BOE PSEJOBM QSPCJU NPEFMT BO BQQMJDBUJPO UP CBOL SBUF
QPMJDZ VOEFS UIF JOUFSXBS HPME TUBOEBSE 1PMJUJDBM "OBMZTJT ƉƑ 	Ɗ
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